
ELEMENTOS DE PROBABILIDAD 

Espacio de eventos, e1,e2,…,eM}, lo suponemos numerables y finito. 

Ejemplo: moneda (cara o cruz). 

Supongamos N realizaciones de una experiencia tal que el evento em se 

produzca Nm veces, la probabilidad del evento em es: 

𝑃𝑚 =   lim
𝑁→∞

𝑁𝑚

𝑁
 

Por construcción 0  Pm  1 y se satisface 

∑  

𝑀

𝑚=1

𝑃𝑚 = 1 

Variable aleatoria discreta 

Consideremos una variable X que toma el valor X
(m)

 si se realiza el evento em: 

X es una variable aleatoria. Su distribución está ligada a las probabilidades 

{Pm} por medio de: 

𝑃(𝑥) = 𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎{𝑋 = 𝑥} = ∑  

𝑋(𝑚)=𝑥

𝑃𝑚 = ∑ 𝑃𝑚

𝑀

𝑚=1

𝛿𝑥,𝑋(𝑚) 

Ejemplo: máquina de monedas 

Variable aleatoria contínua 

Si el espacio de eventos no es numerable y la variable aleatoria puede variar 

en un cierto dominio ℝ, se dice que es una variable aleatoria continua. 

La densidad de probabilidad (x) mide la probabilidad que la variable 

aleatoria X tome el valor x 

(x)dx = Proba{X{x,x+dx]} 

Normalización: ∫ 𝜔(𝑥)𝑑𝑥 = 1 



Ejemplo: movimiento browniano 

 

Ley de distribución conjunta. 

Consideremos n variables aleatorias X1, X2,…,Xn, se llama ley de distribución 

conjunta: 

(x1,…,xn)dx1…dxn=Proba{X1 [x1,x1+dx1]&…&Xn[xn, xn+dxn]} 

La distribución de solo la variable X1, es la ley marginal: 

𝜔1(𝑥1)𝑑𝑥1 = 𝑑𝑥1 ∫ 𝑑𝑥2 … ∫ 𝑑𝑥𝑛 𝜔(𝑥1, … , 𝑥𝑛) 

     =Proba{X1 [x1,x1+dx1] sabiendo que las 

restantes n-1 variables pueden tomar cualquier valor} 

Valor promedio 

El promedio estadístico sobre un conjunto de N realizaciones: 

𝑋(𝑁)̅̅ ̅̅ ̅̅ =
1

𝑁
∑ 𝑋(𝑚𝑖)

𝑁

𝑖=1

=
1

𝑁
∑ 𝑁𝑚𝑋(𝑚)

𝑀

𝑚=1

 

Promedio probabilístico (o esperanza matemática) 

〈𝑋〉 = ∑ 𝑃(𝑥𝑣

𝑉

𝑣=1

)𝑥𝑣 



En general el promedio de una función de la variable aleatoria: 

  

〈𝑓(𝑋)〉 = ∑ 𝑃(𝑥𝑣

𝑉

𝑣=1

)𝑓(𝑥𝑣) 

Varianza 

Var(X) = 〈(𝑋 − 〈𝑋〉) 2〉 = 〈𝑋2〉 − 〈𝑋〉2 

El orden de magnitud de las fluctuaciones de la variable aleatoria alrededor de 

su promedio está caracterizado por  

𝜎𝑋 = √𝑉𝑎𝑟(𝑋) 

Ejemplo: ley exponencial 

Independencia y correlaciones 

Consideremos dos eventos A y B. Si son estadísticamente independientes (no 

correlacionados) la probabilidad de que ocurran los dos eventos es: 

P(A&B)=P(A) P(B) (definición de independencia estadística) 

Si los dos eventos están correlacionados 

P(A&B)  P(A) P(B) 

Variables independientes y correlacionadas 

Consideremos dos variables aleatorias XA y XB 

1. Las variables son independientes 

〈𝑋𝐴𝑋𝐵〉 = ∑ 𝑥𝑦𝑃𝑟𝑜𝑏𝑎{𝑋𝐴

𝑥,𝑦

= 𝑥&𝑋𝐵 = 𝑦} = 〈𝑋𝐴〉〈𝑋𝐵〉 

  

2. Las posiciones están correlacionadas 

〈𝑋𝐴𝑋𝐵〉 > 〈𝑋𝐴〉〈𝑋𝐵〉 

 



3. Las posiciones están anti-correlacionadas 

 

〈𝑋𝐴𝑋𝐵〉 < 〈𝑋𝐴〉〈𝑋𝐵〉 

 

Si se consideran N variables aleatorias, se define la matriz de 

covarianza: 

𝐶𝑖𝑗 = 〈𝑋𝑖𝑋𝑗〉 − 〈𝑋𝑖〉〈𝑋𝑗〉 = 〈(𝑋𝑖 − 〈𝑋𝑖〉)(𝑋𝑗 − 〈𝑋𝑗〉)〉 

 

De tal forma que  

 

𝐶𝑖𝑗 = {

= 0, 𝑋𝑋𝑖  𝑦 𝑋𝑗𝑛𝑜 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠

> 0, 𝑋𝑖  𝑦 𝑋𝑗  𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠

< 0, 𝑎𝑛𝑡𝑖 − 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑙𝑎𝑐𝑖𝑜𝑛𝑎𝑑𝑎𝑠

 

 

Momentos y cumulantes 

 

1. Valor promedio 

2. Varianza 

 

3. Skewness 

 



4. Kurtosis 

 

Funciones generadoras 

 

que es la transformada de Laplace de la distribución 

La función generadora permite obtener directamente los momentos n = <X
n
 > 

  

Ejemplo: ley binomial 

Ejemplo: ley de Poisson 

Ejemplo: distribución Gaussiana 

Teorema del límite central 

Sea S =  Xn la suma de N variables aleatorias idénticas e idependientes 

cuyos dos primeros momentos son finitos, X> <  y <X
2
> <  

En el límite N , la distribución de S tiende a una ley gaussiana, centrada 

en <S> = N <X> y con S=N X 

 

 



MAXWELL-BOLTZMANN DISTRIBUTION 

La deducción original de Maxwell en 1860 se basó en las colisiones 

moleculares de la teoría cinética de los gases y argumentó que éstas colisiones 

conducen al equilibrio. Boltzmann en 1872 también la derivó y argumentó que 

los gases deben tender en el tiempo hacia ésta distribución (Teorema H).  

 

 



 

 Probability density function  Cumulative distribution function 

 


