Entropia

@

©(E), mimero de microestados con energia inferior
aE.

AE <« 6E < E 3)

consideremos que la energia es una variable continua, definimos la
densidad de microestados por unidad de energia:

d

@(E) representa la superficie comprendida entre o (E) y el eje de
abcisas:

E
D(E) = / w(u) du (5)
0

el nimero de microestados accesibles al sistema con
energia E, E+ 8E:

(E) = o(E) 8E 6)
y
S =k Log E) = k Log [w(E) 8E] (7)
f
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Figure 5.1

si f es el namero de grados de libertad, la energia promedio
por grado de libertad es:

()

£ = E

f

entonces, de (7) :
S=k{Log[w<E)el+Log (‘SE)} ©)
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Gas ideal clasico. N particulas contenidas en un volumen V. El

espacio de fases es de 6N dimensiones, sin interaccion entre las
particulas.
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suponemos gas monoatémico sin espin. E1 nimero de micro-estados
accesibles al sistema con energia entre Eo y Eo + 8E

es igual al volumen del espacio de fases accesible dividido por el volumen
de la celda elemental:

.
Q0= m—N/ .../deqdwp (14)

la integral es de dimensiéon 6N

en coordenadas cartesianas:

N N
d*qd™p = | daiday dai. 1] dpix dpiy dp: a5)
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evaluemos primero @ (Eo)

l . IN IN I / / 3N / / IN
O(Fp) = —— 1" gd = — o] d .l d
(o) N / L.E<Eo “ WN Jy o E<Eq P

la inegral de volumen vale:

. N .
| dNg= /j/d34i=VN
Jor [ a=T1] [,
/ / / &g = / / / dqi, dqiy dgi; =V
Vv v

la integral de momentos:
/ e / dN P
E<Eq

explicitamente:

con la condicion:

=

representa una esfera de radio R =sqrt(2mEo) en el espacio de 3N
dimensiones, en el espacio ordinario de 3 dimensiones es 4TR™/3

definamos el elemento de volumen elemental dr:

dr = ﬂ d,\f,’
i=1
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ecuacion de la esfera:

Z"?=R2 y su volumen: V=/.../ dr (23)
i=1 X:‘S] X,-2<R2

V=CR' (sin=3,C, = 3m) (24)
el elemento de volumen dV entre esferas de radio R u R+dR:

dV = S(R)dR = nC,R"~'dR (25)
S(R) = superficie de la esfera, ahora

/ - exp(—x2)dx = /7 (26)

-0

la integral de n integrales de este tipo:

ﬁ ( /-+oo exp(—x; )dxi) _ V/-x.=+°°_ . / Xn =00 exp(— z": x,-z)ﬁtlx; =72 (27
. ¥ =1 =1

=1 —0Q X ==00 n=—0C

en coordenadas esféricas:
fo: R et dr=de,-=¢N (28)
=l =1
) ) 2
en tres dimensiones dV = 4nR°dR

en n dimensiones .
a2 = / exp(—RHnC, R" 'dR (29)
0

cambio de variables:
y=R> soit dy=2RdR (30)

nf2 n *~ nf2—1
= C Y exp(—y)dy 3D
0



/ y exp(—=y)dy =T'(a + 1) = (a)! (32)
0

generalizacion de la nocion de factorial al caso de una variable o no entera

con (31) y (32) la ecuacion (27) se escribe:

7r"/2=§C,, (g —1)! (33)
nf2
Co= 75 (34)
- |1
).
n/2 1/2
V= 2 g §= 2T g (35)

verifiquemos el resultado en 3 dimensiones:

G- (2 -dvme (- () (2 -4

V= ‘:-:WR3 et S =47R2.
Obtenemos pues, finalmente:

VN N
(I»)(E()) = WC:;NR’ (36)

(27rm)‘w/ 2 yN Ew /2

3VY, h3N 0
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D(Ey) = (37)
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el factor 1/N! y el término 1/h no pueden obtenerse clasicamente,

provienen de efectos cudnticos

si utilizamos el espacio entre niveles cuanticos,
tendremos:

m2h2 I N2 (EO)-W/Z

e = —'=—_> Fo)= ——n— | —
£0 2mV2/3 DlEo) N!23N (%)i £0

la densidad de micro-estados con energia Eo vale:

3h‘_
oy = (2B 1wV (BN
0 dE ) g, N'22V (3N 1)1 \ &0

1 WSN/Z (E())STN 1

NI () B
de donde: 2
1 mIN/2 Eg\ %2 OF
Q = w(Fo) 6E = — 20) Eo
w(Eo) NN (3 1)1 (“’0) Eo
y entonces:
. 3N N og ™
_— = — t— 2 ' 2 4
: (LogN. Log(2 ')')* 2 08y

3N Eo) (813)
+ — Lo + Lo
2 & (6‘0 - €0

como N es muy grande 3N/2-1 ->3N/2

ademas 8E << Eo

S =kLog Q) ~ kLog w(Fy) ~ k Log ®(Ey)
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con la aproximacion de Stirling:

S‘ 3N '3N '3N
AN 3N E,
S P 44
2 * 2 & (f‘o) ( )
47m Eg 3/2 3
L‘: C A ~ C L 5
S = Nk Log [V(3h2 N) +2Nl\+/\( NLog N+ N) (45)

encontramos el resultado de la Termodinamica de que S es una
funcién de E,Vy N, S =S(E.V.N)

pongamos:
@ =k(—NLog N+ N) (46)
entonces: B \3 /2
S = Nk Log (——) + Nsp + & 47)
Negg
donde:
3k T
0= (1 + Log Z) (48)

podemos entonces calcular explicitamente la energia interna
(quitamos el indice o, cualquier energia)

30 N 28 2a 3h% N5/3 28 5
drm V23 exp(qN’\ I - 3Nk) " Aarm V2/3 p(,; Nk 5) (49)

E=ES.V.N)=,

la temperatura del sistema esta definida por:

1o ( ou T=(% (50)
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lo que da: -~ 2E
3Nk

y la energia interna:

E= §NkT

para N fijo E solo depende de la temperatura (Ley de Joule).

para un mol de gas:
3
E=Z
2RT

la capacidad calorifica a volumen constante:
OE 3

= = —Nk
Cv (0T)u~ 2

3
CV=-2'R

para un mol de gas:

podemos calcular la presion:

p__(PE\ _2E_MNT
- \ov /gy 3V oV

y obtenemos la ecuacion de estado del gas ideal:
PV = NkT

para un mol:
PV = RT
la energia por particula, €, es:

3.
£ = —-EI\]‘

Z| ™

y entonces:
S = Nk Log Ved? 4 Nso + a
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