Conjunto gran canonico

When a system is open to the surrounding environment, both the energy and
particle number of the system can fluctuate. In that case, the system will be in
equilibrium with the environment if the temperature and chemical potential (of
each kind of particle) are the same in the system and the environment. The proba-
bility distribution and the thermodynamic properties of particles in open systems
are given by the grand canonical ensemble,

Consideramos ahora un sistema S en contacto con un reservoir R, pero ahora
los sistemas S y R pueden intercambiar particulas y energia. El reservoir esta

caracterizado por una temperatura T y un potencial quimico p. El sistema
global G = R+S est4 aislado.

Sea N;= numero de particula en el estado / del sistema S

No =ntimero de particulas en el estado o del sistema R.

Tendremos E;+ Eo = E, N;+ Nog =N

Si E; y N; estan fijos, el naimero de estados accesibles es igual al nimero de
estados accesibles del sistema R accesibles en estas condiciones:

Or (Eq, No ) =Qr(E-E;,, N-N;)
La probabilidad P; de observar un estado / es:

_ Qp(E—E, N—Ny)
> ¢ O (E— E, N— Ny)
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Podemos hacer un desarrollo de primer orden:

Sz (E— E¢, N—Ny)
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Q'R (E— Eg, N—Ne) = exp

con
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La probabilidad de que el sistema S se encuentre en el

estado L es: - [—E, + uNe]
T
—FE, + HNE]
> ¢ exp [ kgT

distribution grand-canonique.

Pi= (I1.1.83)

Se llama Gran Funcion de particion a la suma:

= — Z exp [_EZ +#Ne}
- 7 kgT
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[ es un indice general que representa todos los estados posibles del sistema.

Si N/ es fijo puede reescribir

e B pNe
ekT > e kT =Z (N,T)ekT (I1.1.85)
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Y por tanto la Gran funcidn de particion esté relacionada con la funcion de
particidon candnica por:

N BN,
EwT)= Y Z(N,T)eksT (IL.1.86)

Ne=0



donde Z(N,, T) es la funcidn de particion correspondiente al niumero de

particulas N.
GRAN FUNCION DE PARTICION Y FUNCIONES TERMODINAMICAS
Numero promedio de particulas
N=) NP (I1.1.87)
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se obtiene la energia promedio buscando la media
de (E¢ — pNe) :
E—uN = Z (Ee — pNe) Pe (I1.1.90)
é
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se obtiene:
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La Gran funcidn de particion se puede escribir como:
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La expresion para la entropia del sistema:

S=—kg Z F;ln P,
)
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finalmente, i
S=7 (E-4N) +ksln = (IL1.100)
Y utilizando (92) obtenemos:
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y st el nimero de particulas es constante, en términos de Z:

S = kb [O(Tal;Z)]N

Y en analogia con la expresion para la energia libre, podemos definir una
nueva cantidad termodinamica que se llama el Gran Potencial:

Y =—kTLog 5 =W(T,V,u)




Y dado que,

dV¥ = —SdT — PdV — Ndu

Y que es una funcion de estado,

ar ), v ),

Podemos escribir,

Entonces,
Log =
pocp> — ir(2L0g=
oV T
N =<N> = kT(aLUg:)
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Lo que nos permite de calcular explicitamente la energia:
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1.3 Grand canonical ensemble

The system is then characterized by the following set of variables: the volume V| the temperature 7'
and the chemical potential p. Let us denote the Hamiltonian Hy the Hamiltonian of N particles, the

grand partition function Z(V, 3, u) reads:

oo

E(V,8,m) =Y Y exp(—B(Hn(an) — uN)) (1.8)

N=0 an

where 3 = 1/kpT (kp is the Boltzmann constant) and the sum run over all configurations of N
particles and over all configurations for systems having a number of particles going from 0 to ;nfty.
The grand potential is equal to

In a similar way, one defines the probability (distribution) P(V, 3, x; an) of having a configuration ay
(with NV particles) by the relation
exp(=B(Hn(an) — pN))
p(V,8,p;an) = = 1.10
E(V,B,1) (110)
The derivatives of the grand potential can be expressed as moments of the probability distribution

e Mean number

(v, 5)) = - 2L S5 (v, 6, i) (1.11)
N an




