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1. Introducciéon

En el trabajo experimental, todas la medidas —tanto las directas como las indirectas—
tienen necesariamente asociada una incertidumbre. Las medidas directas son resultado de una
comparaciéon directa entre un instrumento de medida y la magnitud que se desea medir. Un
ejemplo de medida directa es el valor del didmetro de una canica que se obtiene con la ayuda
de un calibrador con escala vernier. En las medidas directas, la incertidumbre combinada
asociada al mensurando se compone de contribuciones debidas a la repeticion de las medidas
obtenidas a través de parametros estadisticos (incertidumbre tipo A) y contribuciones no
estadisticas (incertidumbre tipo B) que pueden ser (aunque no estan limitadas a) las asociadas
a la resolucion del instrumento de medida, obtenidas a partir de un certificado de calibracion,
etcl

Por otro lado, una medida indirecta se obtiene a través de la aplicacion de alguna relacién
funcional entre magnitudes medidas directamente. Por ejemplo, para determinar el volumen,
V., de la canica mencionada anteriormente a partir de su diametro, d, medido directamente,
se requiere emplear la relacion V' = % (g)g = 7r%3.

El objetivo general de este documento es proporcionar algunos elementos del calculo di-
ferencial de varias variables involucrados en la definicién de la incertidumbre combinada aso-

ciada a las medidas indirectas que se utiliza en el tratamiento de datos experimentales. Para

aPara una lista més exhaustiva se puede consultar el Vocabulario Internacional de Metrologia, referencia 1

%wr37 donde r es el radio de la esfera, se escribid

una ecuacion en términos del didmetro. Esto es porque el radio de la canica no se midié directamente. Lo que

PNotar que a partir de la expresion mas comin que es V =

se midi6 directamente fue el diametro y se aplica la relacion r = d/2.



ello, se presentan las definiciones de funciones escalares, derivadas ordinarias y parciales. Adi-
cionalmente, se define la diferencial de una funcién y, con ella, se hace la deduccion de una
expresion que se conoce como la ‘ley propagacion de la incertidumbre’, la cual se empleara
para la determinacion de la incertidumbre asociada a una medida indirecta. Usualmente, esta
expresion se proporciona sin dar detalles sobre el procedimiento involucrado en su obtencion,
salvo en articulos especializados sobre el tema. Adicionalmente, se busca contribuir mediante
los ejemplos y ejercicios proporcionados a lo largo del texto a que el alumno incremente su
familiaridad con el uso de las herramientas de calculo diferencial en la soluciéon de problemas

especificos, en este caso para el analisis de datos experimentales.

2. Derivadas de campos escalares

En esta seccion, se introducen algunas definiciones del célculo diferencial utilizando la
terminologia de un texto de matematicas apropiado para el curso de Calculo II. Asimismo, se
presentan algunas de sus aplicaciones mediante ejemplos con sus procedimientos detallados de
solucion; varios de ellos tienen interpretacion geométrica o se pueden relacionar con sistemas
fisicos. Se requieren herramientas para el estudio de funciones de varias variables porque
en el anélisis de datos experimentales se realizan mas de una mediciones independientes de
magnitudes de entrada llamadas mensurandos y la ley propagacion de la incertidumbre se

expresa en términos de derivadas de funciones que dependen de estas cantidades.

2.1. Campos escalares
Un campo escalar es una funciéon escalar que depende de N variables:
y:f('rl?xQ?"'?xN) (1)

donde (z1,29,...,2x5) € D C RN,y D es el dominio de la funci(’)n. Ademas, la grafica de un

campo escalar es el conjunto

G = {(Zﬂl,Q?Q,...,LEN,f(xl,LUQ,...,xN))‘(1’1,3727...,.]}]\/) ED}

Notese que G C RN

°Como complemento, un campo vectorial en M variables es una funcién vectorial que tiene M componentes
y esta dada por G = (91,92, --,9m), donde cada componente depende de las N variables; por ejemplo, la
primera componente es g1 = g1(21,Z2,...,2x). Un caso particular es el campo eléctrico de una carga puntual
en N3, E(x,y,z), el cual es de naturaleza vectorial. En este documento, no se discutirdn maés los campos

vectoriales.



Ejemplos:

1. La gréfica de una funcion de una variable, y = f(x), es el conjunto de pares ordenados
de la forma (z, f(x)) donde x € D. Dado que D C R, la gréfica se encuentra en R? y

3

se trata de una curva. Por ejemplo, sea y = f(z) = 23 — 2. Los elementos del dominio

de la funcién son niimeros reales y su grafica es el conjunto G = {(x, 23 — 2%)|z € R}.
Ademas, G C R%

2. En el caso de una funcion de dos variables, z = g(x,y), la grafica consiste en el conjunto
de ternas ordenados de la forma (z,y, f(z,y)) donde (z,y) € D. Dado que D C R?,
la grafica se encuentra en $3 y se trata de una superficie. Como ilustracion, considerar
la funcién escalar z = g(z,y) = 2% + 2y? + 1. El dominio es R? y su grafica es G =
{(z,y,2* + 2y* + 1)|(z,y) € R?*}. En este caso, G C R3.

Las graficas correspondientes a estos ejemplos se ilustran en la siguiente la figura.

3. La gréfica de w = f(z,y, z) se encuentra en R! y no puede ser trazada en el papel.

4. La funcion de dos variables I = f(R,AV) = A—g permite determinar la corriente eléctri-
ca I que pasa por un resistor 6hmico de resistencia R cuyas terminales estan sometidas
a una diferencia de potencial AV. En este caso, el dominio de la funcién consta de los
pares ordenados de las variables independientes, (R, AV) € R?, donde R # 0.

5. V = g(a,b,h) = abh, donde (a,b,h) € R3, permite determinar el volumen V de un

prisma rectangular de ancho a, largo b, y altura h.

En los ejemplos [4 y [, dado que a las variables independientes se les asigna significado
fisico, existen restricciones adicionales a las del dominio de cada funcién desde el punto vista

meramente matematico. Por ejemplo, a, b y ¢ no pueden tener valores negativos.



2.2. Derivadas ordinarias

Sea y = f(x) un campo escalar en una variable. El siguiente limite define a la derivada de

la funciéon en xq € D:

Af@)| o fet A - f)
T |, AT A |, @)
y=f(z)

La derivada es la pendiente, m, de la
recta tangente a la grafica de la funcion
en el punto P(zg,yo) cuando el

limite existe.

2.3. Derivadas parciales

Considerar ahora el caso de una funcién de dos variables z = f(x,y). La derivada parcial

de f con respecto a x, evaluada en (xg,y9) € D, es

A _
Oz (z0,90) Ar=0 z (z0,90)
Asimismo, la derivada parcial de f con respecto a y, evaluada en el mismo punto, esta
dada por
Ay) —
0y (zow0) Y70 Ay (z0,y0)

Estas derivadas corresponden a las rectas tangentes a la grafica de la funcién en el punto

Q(z0, Yo, 20), donde zy = f(z0,yo), como se indica en la figura.



2z Q(ico,yo,zo)

pendiente = 0f/0x|(z,,y0)

pendiente = 0f/0Y|(x0,y0)

Ambas rectas definen un plano

x
tangente a la superficie en el
punto Q cuando el limite existe.

En el caso de un campo escalar en N variables, y = f(z1,29,...,2n), las derivadas

parciales se definen de manera anéloga:

af

~ lim flzy,..,xi+ Axyy .o xn) — fag, ..o, 2N)

Ax; —0 Al’l

21,05 N,0) (21,0,-,ZN,0)

A partir de la definicion de derivada parcial, para calcular 0f/0x; se considera a las z;

restantes (i # j) como constantes.

Ejemplo:

Sea f una funcién que depende de dos variables, z y y, tal que f(x,y) = 22%y + 2y

La derivada parcial de f con respecto a x es:

af 0

of _ o 0(22%y) N O(zy?)
or  Ox

ox ox

(22%y + ay?) =

ox? 0z
=W TV o
= (2y)(2z) + (v*)(1) = day + y°

Notese que en el desarrollo anterior, y se trata como constante porque se esté obteniendo

la derivada parcial respecto a z.



Por otro lado, la derivada parcial de f con respecto a y es:

of 0 9 9 0(2z%y)  I(xy?)
L= (2% + _
oy 6y( vy+ay) dy oy
oy Oy?
)
=2 _83/ + x—ay

— (2%)(1) + (2)(2y) = 2% + 2y
En el desarrollo anterior, las expresiones que contienen a la variable x se tratan como si
fueran constantes.
Ejercicios:
1. Calcula las primeras derivadas parciales de las siguientes funciones.
a) flu,v,w) = e* "+ _ cos(udv?w)
Respuesta:
8f J0u = e 4 3ut?w sen(uvPw)

Of J0v = 2e" T+ 1 2P pw sen (uPvw)

8f Jow = 3" L4302 sen(uPvPw)

b) La ecuacion termodinamica de estado de van der Waals es:

RT a

v—>b 02’

donde a y b son constantes y R es la constante universal de los gases.

p :p(U,T) =

Respuesta:

@_ RT 2a @_ R

o (U—b)2+$’ or  wv—b

c) La corriente eléctrica que pasa a través de un resistor 6hmico de resistencia R

sometido a una diferencia de potencial AV se obtiene con la expresion

A
I =1(R,AV) = %

Respuesta:

ol 1 ol AV
OAV R’ OR  R?
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3. Diferenciales

Una funcién diferencial permite conocer el efecto de los cambios infinitesimales realizados
en las variables independientes sobre la variable dependiente, es decir, sobre la funcién escalar,
ec. . Se trata de un elemento que seré utilizado para la obtencion de la ley propagacion
de la incertidumbre. Primeramente, se analizan funciones de una variable y después el caso
general de varias variables. Al igual que en la seccion [2, se utiliza la terminologia propia del
calculo diferencial 9]

3.1. Campo escalar en una variable

En la siguiente figura se expresa la pendiente, mge, de una recta secante] a la curva
y = f(a).
Yy
y=f(z)

o S+ Ar) — flz) Ay
Ay see ™ Az T Ax

A

Cuando Ax es pequeno, se obtiene aproximadamente una recta tangente con pendiente

aq Ay
dr Az’

Mian =

El valor exacto de la pendiente de la recta tangente se obtiene en el limite cuando Az — 0.

Ay =~ (ﬁ> Ax.
dx

En el limite cuando Az — 0, se obtiene la diferencial de la funcion:

dy = (;l—f) d . (6)

i

A partir de la expresion anterior:

Se us6 la notacion dr = Ax en ese limite y de manera analoga para dy. Esta expresion

define a la diferencial de y. Con ella, se puede calcular el efecto que tiene sobre la variable

dEn metrologia, los términos ‘exactitud’ y ‘error’ se emplean en un contexto diferente al usado en esta
seccion y tienen sus propias definiciones plasmadas en el Vocabulario Internacional de Metrologia. En la sec-
cion [4] se establecera el enlace apropiado para la aplicacion del calculo diferencial en el anélisis de informacion

experimental con la terminologia metrologica correspondiente.
°Una recta secante tiene dos puntos de intersecciéon con una curva; una recta tangente, sélo intersecta a la

curva en un punto.



dependiente, y, un cambio infinitesimal en la variable independiente, z; ese efecto depende
de la forma funcional y = f(z) y del punto en el dominio en que se evalua la derivada. Es
conveniente resaltar que la derivada y la diferencial no son lo mismo pues la derivada es una

razon de cambio y la diferencial denota un cambio infinitesimal, como lo muestra la ec. @

Dos reglas para las diferenciales:
e dlu+v)=du+dv
o d(uv) = udv + vdu
Ejemplos:
1. La diferencial de y = f(z) = 1/x es

_ (d[z7] 1

2. Dado que el area de un circulo de radio r es A = 7r?,

a) su diferencial es

2 2
dA = <d7rr ) dr =1 <C;L> dr = 27rdr .

dr r

b) Si un objeto circular de radio 7 = 5 c¢m se expande 0.1 cm por la accién de calor,

calcula una aproximacion al cambio en el area y comparalo con el valor exacto.

Una aproximaciéon al cambio en el valor del area se obtiene al usar Ar en lugar de
dr y AAapox en lugar de dA:

AAaprox = 21 Ar = 27(5cm) (0.1 cm) = 7cm?.
El valor exacto es:
AA =r(5.1cm)? — 7(5cm)? = 1.0lrcm? .

Por lo tanto, AA — AA,prex = 0.01 7 cm?.

De manera analoga, si el radio del objeto s6lo aumenta 0.01 cm, se obtiene:

AAaprox = 0.17 cm?
AA = 0.10017 cm?
AA = Adprox = 0.00017 cm®

La discrepancia respecto al valor exacto disminuye con el valor de Ar.

8



3. Una aproximacion a la raiz cuadrada de un ntimero, a partir de la raiz cuadrada conocida

de otro namero, puede obtenerse mediante la diferencial de f(z) = \/z:

dz'/? 1

Al sustituir las diferenciales por deltas, se obtiene la aproximacion:

Af = flo+ A7)~ f(@) = 5 A

flx 4+ Az) = f(x) + Ax

2 xl/2
1
Vo+Ar =z + —=Ax
2\/x

Por ejemplo, obtener /10 a partir de /9 = 3. En este caso, = 3 y Az=1, de tal

manera que r + Ax = 10:

1 1
10) = V10 = V9 + —=(1) = 3 + — = 3.1667
£(10) D=3t
La aproximaciéon funciona mejor para valores cercanos a 3, como se ilustra en la tabla

(valores a cinco decimales).

Y VY Valor aproximado Diferencia: /y— Valor aproximado

9.2 3.03315 3.03333 -0.00018
12 3.46410 3.50000 -0.03590
16 4.00000 4.16667 -0.16667

3.2. Campo escalar en N variables

En el caso de un campo escalar en dos variables, z = f(x,y), la diferencial total se define

dx — <%) dz + (g—;) dy. (7)

donde dx y dy son las diferenciales de = y y, respectivamente, e indica cudal es el efecto que

por

tienen sobre la variable dependiente z cambios infinitesimales en las variables independientes
x y y. Ese efecto depende de la relacion funcional entre las variables y del valor (z,y) en
que se evalten las derivadas parciales. La extension es directa al caso de una funcién de més
variables, ec. (I, para la cual:

= (2t (2 arr o (2 an @

1 0xs ory

9



La diferencial puede expresarse de manera compacta usando la notacién de suma:

df:é( ) da

of
5’%-

Ejemplos:

1. La diferencial total de z = e=%+¥* es

—z+y? —a+y? — 2 2 - 2 2
dz = <868 )dx+<8€a )dy:—a( THY) o gy 4 AT YD) ey
Y

i

= —e "y 4 2ye_”’c+92 dy

2. La diferencial total de z = In (uv/[1 4 2w]) es

e (8ln(uv/[1+2w]))du+ (81n(uv/[1+2w])>dv+ <Gln(uv/[1+2w])> "

ou ov ow
Dado que
In —2 =Inu+Inv —In[l 4 2w]
142w
entonces
0 uw 0 _ Olnu  Olnv Jln(l+ 2w)
%(n1+2w)—%(lnu+lnv—ln[1~l—2w])— 50 " ou 5
1
1ot
u u
0 uv 0 ~ Olnu  dlnv  9In(1+ 2w)
%(1n1+2w>—%(lnu+lnv—ln[1+2w])— 5 + 50 5
_0+l_g=1
v v
0 uw 0 ~ Olnu  Olnv  JIn(l+ 2w)
%(n1+2w>—%(lnu+lnv—ln[l+2w])— ow * ow ow
_ 1 0(1+2w)
_0+0_1+2w ow
_ 2
142w

Por lo tanto
du dv 2dw
de = — 4+ — —
U v 14+ 2w

10



Ejercicio.

1. Encuentra la diferencial total del volumen del cono trunco. Nota que no significan lo

mismo r y R.

Respuesta:

AV = gh(m’ +R)dr + gh(r +2R)dR + g(ﬁ + R4 rR)dh

4. Incertidumbre de medida

De acuerdo a la Guia para la expresion de la incertidumbre de medida (conocida tam-
bién como GUM), se tiene que “la incertidumbre del resultado de una medicion refleja la
imposibilidad de conocer exactamente el valor del mensurando”ﬂ Es decir, cualquier medida
experimental que se realice de manera directa o indirecta siempre tendra una incertidumbre
asociada.

En Laboratorio de Fisica, se distinguen dos procedimientos separados para determinar la

incertidumbre asociada a medidas directas y la incertidumbre asociada a medidas indirectas.

4.1. Incertidumbre combinada asociada a una medida directa

En la mayor parte de los casos, la mejor estimacion del valor esperado de una cantidad X
sujeta a medicion (el mensurando), para la cual se han realizado n medidas independientes
{zx|k = 1,2,...n}, es la media aritmética o promedio X. Este se obtiene al aplicar la

siguiente expresion:
_ 1 <&
X=- > (9)
k=1

La desviacion tipica experimental, s(x), representa la dispersion de los valores obtenidos

fVer la referencia 4 de la Bibliografia.
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{1} alrededor del promedio y se calcula a través de la siguiente expresion:

n —
> (zp — X)?
k=1

s(x) =\ ——— 10
(@) — (10)
La incertidumbre tipo A es evaluada a través del anélisis estadistico de las observaciones.
En términos del trabajo experimental, para una magnitud de entrada X (por ejemplo el
didmetro de una esfera) la incertidumbre tipo A se asocia con el mejor estimado z = X y se

denomina u(z). La incertidumbre tipo A se calcula como la desviacion tipica de la media:

PR S
R e Y (1)

que en estadistica permite cuantificar qué tan bien el valor promedio X estima al valor espe-
rado del mensurando X. Es decir, calcula la incertidumbre en la estimacion del promedio.

La incertidumbre tipo B es evaluada por medios distintos al anélisis estadistico. Por el
momento, inicamente se considerarda una contribuciéon a dicha incertidumbre a partir de la
resolucion del instrumento de medida empleado. Sin embargo, la incertidumbre tipo B tiene
miltiples contribuciones cuyo estudio se deja para cursos mas avanzados de Metrologia.

En la asignatura Laboratorio de Fisica, se calcula una incertidumbre combinada asociada
al mejor estimado de cierta magnitud de entrada, que sera denominado mensurando, aplicando

la siguiente expresion:

uelw) = () + uh(a) (12)
donde u.(z) representa a la incertidumbre combinada, ua(z) es la incertidumbre tipo A y

up(x) es la incertidumbre tipo B. Estas incertidumbres estan asociadas al mejor estimado del

mensurando X.

Ejemplo
Se emple6 un calibrador digital para medir el didmetro, d, de una muestra de 10 canicas
similares (n = 10). A partir de la resolucion del instrumento de medida, se asumira que

up(d)=0.01 mm, y se obtuvieron los siguientes resultados:

d [+ 0.01 mm] | 19.50 | 19.53 | 19.56 | 19.59 | 19.60 | 19.51 | 19.56 | 19.50 | 19.53 | 19.57

12



Se empleara {d;} para representar al conjunto de 10 mediciones La mejor estimacion del

valor esperado del didmetro es:

10
d= % ; dj, = 19.545 mm — 19.54 mm
Para realizar el redondeo, y al tratarse de medidas directas, se observa que el instrumento
de medida permite conocer valores hasta las centésimas; entonces todos los redondeos de los
valores calculados se realizaran hasta dos cifras decimales ]

La incertidumbre tipo A se calcula como:

10 _
> (dp — d)?
k=1
Bl (.011474609652039 mm — 0.01
10(10 — 1) i i

Finalmente, la incertidumbre combinada esf]

ue(d) = /v (d) + uh(d) = 0.0152206 mm — 0.02mm

El reporte del mejor estimado del diametro de la muestra de canicas es el siguiente:

d = (19.54 £ 0.02) mm

4.2. Incertidumbre combinada asociada a una medida indirecta

Los temas discutidos en las secciones 1 a 3 serdn de utilidad para obtener la expresion
que permite realizar la evaluacion de la incertidumbre en la medida de un mensurando X
que depende de un conjunto de N variables {x;}. Es decir, X ahora representa a una medida
indirecta. Para ello, se supone una relacion funcional como la dada por la ec. para repre-
sentar al proceso de medicién. A continuacién se obtiene la ecuacion de propagacion de la
incertidumbre para el caso de dos variables y posteriormente se extiende el resultado al caso
general f]

En el caso de dos variables, considerar que se ha realizado un conjunto de n mediciones

{T15, v2k|lk =1,2,...,n} que conducen a una medida indirecta z = f(z1, z5). Para simplificar

&Es decir, d;=19.50 mm, d; = 19.53 mm, ..., dg = 19.50 mm, dg9 = 19.53 mm, d19=19.57 mm
hPara el redondeo de 19.545 mm se us6 también la regla de redondeo al valor “par” més proximo que indica

que si el digito siguiente al dltimo lugar retenido es un 5 y no hay digitos més alld de ese ntimero o son
solamente ceros, dicho digito se incrementaréa en una unidad si éste es impar, o dejando el digito sin cambio si
es par. Para mayor detalles respecto a cifras significativas y redondeos puede consultar el documento “Cifras

significativas y su manejo en: https://amyd.quimica.unam.mx/course/view.php?id=440&section=1
Para el calculo numeérico se empleé el valor de la incertidumbre tipo A sin redondear.
JAunque el tratamiento general requiere el uso de series de Taylor de funciones de varias variables, la

ecuacion de propagacion puede obtenerse considerando la definiciéon de la diferencial, ec. .

13
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el desarrollo, a continuacién se usara la siguiente notacion: x; j, = z) y T2 = Yi. Se considera
que X representa el valor promedio (mejor estimado) de la magnitud de entrada X, mientras
que Y representa al mejor estimado de la magnitud de entrada Xs.

Ahora, se define el célculo de la diferencia entre cada elemento del conjunto de mediciones

y el mejor estimado de cada magnitud medida directamente (x y y) e indirectamente (z).

AJZk:ZEk—X
Ay =y =Y
Azk:zk—Z

Cada diferencia Az también dependera del error en cada uno de los valores medidos xj y
yr. Mediante la ec. , se obtiene la aproximacion:

0z
Az, = A

ox
que representa el error en la k-ésima medicion de z proveniente de los correspondientes x; y
Y-

Es de interés obtener una medida de la distribucién de la varianza tipica a partir de
la ec. |E| para las n determinaciones de z:

0z

) Ayy,
Y

(13)

n

> (Az)?

1
n—1

s*(2)

(14)

Al sustituir en la ec. :
B 1
T n-—1

n

>

Ademas, cada binomio al cuadrado dentro de la suma es

Kaz) Axy, + (% a”’)z(mk)?w(az

s*(2)

ox

0z 0z

o )] = (5 %) oo (57) o+ (5

2
2
Oz oz 8x) A (a ) (A

Por lo tanto, al sustituir en la ec. ([14) y separar la suma en dos contribuciones, se obtiene

1
T n-—1

s*(2)

n—1

n

2.

(
(
(

0z

ox

%
ox

%
ox

)2 (Ax;)* +2

)2(ij)2+ (8

>2 (Aj)* + (

0z

ox

(

z

)

)on

(Ay;)?

0z

0

0z

ox

1

+n—l

o
)2 (Ay;)* +2 (

)a

n

J

2.

0z
Oy

2

)2 (A )?

o

0z

0

(

kTomar en cuenta que la varianza tipica es el cuadrado de la desviacion tipica.
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La segunda suma del tercer rengléon se puede asociar con una covarianza donde aparece
la influencia de unas magnitudes de entrada sobre las otras. Sin embargo, para variables
estadisticamente independientes, se asumira que la covarianza es despreciable.

Considerando tnicamente la primera suma del tercer renglén en el desarrollo anterior, se

encuentra que

$2(2) = (%):ili(xj—@u (g—;ynili(w—y)z

J

2= (Z) vw+(Z) 2w

Si la expresion anterior se divide entre n, se puede obtener la varianza tipica de la media,

Es decir:

que para medidas indirectas representara a la incertidumbre combinada.

0 = (2 wier+ () wor (19

Notese que en la ec. se utilizaron las incertidumbres combinadas de las medidas directas
calculadas a través de la ec. , esto se hace asi para asegurar que se estan considerando
también las contribuciones de la incertidumbre tipo B a las medidas directas.

Generalizando para N magnitudes de entrada {Xi, Xs,..., Xy}, la varianza combinada
esta dada por:

2 - 0z’ 2
20 =3 |(g) we (16

Se debe enfatizar que en la ec. , N se refiere al nimero de variables de entrada de las
que depende la medida indirecta. Por ejemplo, en la ec. se tiene la suma de dos términos
porque z depende de dos variables.

De manera general, la ley de propagacion de la incertidumbre se escribe de la siguiente

manera:ﬂ

u(y) = i (%)2 ()2 (17)

i=1

Notese que los términos < gj_) son conocidos como los ’coeficientes de sensibilidad’.
K3

ISe debe hacer notar que esta expresion se ha obtenido para variables estadisticamente independientes.
Cuando esto no es el caso, se deben incluir los términos de covarianza. Por ahora es suficiente con emplear
esta aproximacion.

™De acuerdo a la Guia para la expresion de incertidumbre de medida (Referencia 7), los coeficientes de
sensibilidad describen ¢démo varfa la estimacion de salida -medida indirecta- z, en funcién de las variaciones
en los valores de las estimaciones de entrada x,y
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Ejemplos

1. Determinar el mejor estimado del volumen, en m?, de la muestra de canicas del ejemplo

de la seccién anterior.

Se usaré el valor del mejor estimado del diametro y su incertidumbre combinada asociada
d = (19.54 £ 0.02) mm = (0.01954 + 0.00002) m .

4
3

de la esfera. Sin embargo, el radio de las canicas no se obtuvo directamente sino que se

El volumen de una esfera se encuentra con la ecuaciéon V = 3713, donde r es el radio

midi6 su didmetro (d = r/2). Entonces se debe re-escribir la expresion en términos del

didmetro: Ly g
™7 T
V et = —
3 6
0.01954 m)? f
ol M) _ 3 0063603257 x 10-¢ m?

6

El volumen depende tinicamente de una variable, por lo tanto al aplicar la expresion de

la ley de propagacion de la incertidumbre, ec. , se tiene que

wlV) = \/ (2 war
- \/ (37?2)2“0“)2 - \/ (%d?)Qu(;(d)?

Al usar la propiedad de los exponentes va2b? = Va2Vb? = ab, donde a = md? y

2
b = u.(d), se obtiene

d2 0.01954 m)?
u (V) = (%) u(d) = <7T( 5 m) > (0.00002m)
= 1.19949652 x 10~ m = 0.0119949652 x 10 % m

El mejor estimado del volumen de las canicas se presenta con el redondeo correspon-
diente{T]

V = (3.906 x 107°£0.012 x 107%) m?*

"En este ejemplo se estd considerando que, para la operacién de multiplicacion y potencia, el resultado

se presenta con el nimero de cifras significativas de aquel valor que contenga el menor nimero de cifras
significativas. El didmetro se presenta con 4 cifras significativas, por lo que el volumen también se escribe con
4 cifras significativas. Posteriormente, la incertidumbre asociada se redondeo para que haya congruencia entre

los valores reportados.

16



2. Conocidos los mejores estimados de resistencia, R y de diferencia potencial AV, deter-

minar el mejor estimado de la corriente eléctrica a través del resistor.

Experimentalmente se determinaron los mejores estimados AV = (7.35 £ 0.03) V y
R = (1.1 £0.1) kQ. La corriente eléctrica depende de R y de AV de acuerdo a la
expresion

AV 7.35V

— — 6.68181818 x 1072 A
RS NI 6.68181818 x 10

I =

En el ejercicio ¢) de la seccion 2.3 ya se han calculado las derivadas parciales necesarias
para el desarrollo de la ley de propagacion de la incertidumbre. Aplicando la ec.

para este caso

Entonces ]

1 2 7.35V 2
_ \/<—1‘1 . 1039) (0.03V)? + <—<1-1 = Q)z) (0.1 x 108 Q)2

= 6.080499531926 x 1074 A

El mejor estimado se reporta comof

I=(67x10"°40.6 x 107°) A = (6.7 + 0.6) mA

Ejercicio

Se construyd un circuito en serie con una fuente de alimentaciéon, dos resistores y una
celda de conductividad, como se muestra en la siguiente figura para estudiar el cambio en la
conductividad de un medio liquido como funcién de la concentraciéon de un electrolito fuerte

disuelto.

1En el segundo renglén del desarrollo se ha aplicado que (—1)2=1
°Nuevamente, se considera que el resultado se presenta con el ntimero de cifras significativas de aquel

valor que contenga el menor namero de cifras significativas. La resistencia tiene el menor niimero de cifras

significativas, que es dos. Por ello I se escribe con dos cifras significativas.

17



S,

conductividad

Figura 1: Diagrama del circuito eléctrico con una celda de conductividad

La conductividad, x, de un medio liquido se define a través de la relacion que existe entre la
conductancia (L) y las dimensiones de la celda electrolitica empleada, la cual esta delimitada
por la distancia de separacion entre los electrodos (1) y el area (A) de los mismos:

l

:L—
=Ry

Sin embargo, no es posible medir directamente ni la conductancia ni el area de los electro-
dos. Se miden la resistencia (R) de los resistores, las diferencias de potencial a través de los
resistores (AVg) y de los electrodos (AVy), asi como el largo (d;) y el ancho de los electrodos

(dy). La expresion de k como funcion de las magnitudes que se midieron directamente es:

 AVgl
 AVe Rd; dy

Desarrolle la expresion de ley de propagacion de la incertidumbre asociada a k.

K

(18)

Respuesta:
La conductividad x depende de seis variables (n = 6) que se midieron directamente.

La ec. (17)) para este caso particular se convierte en:
ok \° , or\> ok 1\’ ok’
AV, — (1 2(AV, — 2(R
(557 ) v+ (57) 20+ (5a77) @aver+ (55) v

o\, o\’
+(8_d1> Uc(d1)+ <8_d2) uc(dg)

ue(K) =

—AVRL \° —AVgp 1 2 —AVyp 1 ?
_—ovR: d
\ (AVC R4 d2> ue(R) + (AVC Rard,) = N\ ARG @z ¢
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La expresion anterior se puede simplificar si se aplica que (—1)? = 1 y se factoriza x* =

2
AVg 1 . )
( AV Ry d2> , Ver ec. 1} dentro de la raiz cuadrada para llegar a:

o) = \/(%)2 n (“Cl(”)z n (%)2 ' (ucg%))? . (ucfl))Z . (ucc(l:m)z

Nota:
En el ultimo paso, después de la factorizacion, se empled nuevamente la propiedad de los

exponentes:

Vi2b = (k20)/2 = (k1)2(b)'/? = kb"/? = kVb.

En este caso, b es lo que esta dentro de la raiz cuadrada que multiplica a x en la expresion
final de u.(k).
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