Fendmenos de transporte aplicado a flujo de fluidos

Traduccion del libro Transport Phenomena de Louis Theodore

Traductor Antonio Valiente



Introduccion y unidades

Unidades

Las unidades usadas en esta parte del texto seran las del sistema internacional de
unidades (Sl). Todas las cantidades y las propiedades fisicas y quimicas se
expresaran en ese sistema. Por ejemplo:

Masa en Kg

Fuerza en newtons

Longitud en m

Tiempo en segundos

Temperatura en grados kelvin K

Energia en joules.

Las ecuaciones de transporte son ecuaciones dimensionales y para que sean
verdaderas cada término de la ecuacién debe estar expresado en unidades
consistentes, es decir, la ecuacion debe ser dimensionalmente homogénea.

Se han hecho esfuerzos para mantener la consistencia y una notaciéon parecida a la
que se usa en los libros de ingenieria.

1.- Las magnitudes escalares se presentan con letras comunes utilizando letras latinas
o griegas. Por ejemplo: s, F, A, &, etc.

Los vectores se representan con letras latinas negritas, por ejemplo : a, V, W, etc.

3.- Los tensores se representan con letras griegas en negrita.: ¢,8, 7, etc.

4.- Los valores absolutos de una cantidad escalar y la magnitud de los vectores se
designan con la notacién: |—5|o |V|,

5.- Las cantidades que son Unicas o especiales se designaran con * colocada arriba de
la letra, por ejemplo: P*.

6.- La notacion + colocada arriba de la letra se usa para definir cantidades
adimensionales.

7.-Finalmente, el valor promedio de una funcién se indicara mediante: (T), (V).
Derivadas del tiempo.

Para evitar confusiones posteriores, definimos las tres derivadas temporales

encontradas en el texto.
d 0 D

dt ot Dt
Supongamos que un observador esta interesado en medir la propiedad (¢) en un
sistema a través del cual se mueve un fluido. Supongamos que esta propiedad es es
funcién de la posicion (x,y,z) y del tiempo t.

?=0(xy,zt)

., . . . . P da
Esta ecuacion dice: @ esuna funcionde x,y,z,ydet.. La derivada comun, d—f

representa la rapidez de cambio de ¢ con respecto al tiempo que medird un
observador que se mueve dentro del sistema con una velocidad que difiere de la del
fluido. Esta es una derivada sin ninguna atadura y es la que se usa mas



: - . : a0
frecuentemente en los textos de ingenieria. La derivada parcial ’(E)
XY,z

simplemente

% mide la rapidez de cambio de la propiedad con respecto al tiempo cuando el

observador esta en un punto fijo dentro del sistema. Se debe recordar que la derivada

parcial requiere que las demas variables permanezcan constantes durante la
. o . (80 . ,
diferenciacion. La notacion (—) nos indica este hecho, pero se usara raramente.
XY,z
. D@ . . .
La derivada de Stokes —. representa la rapidez de cambio de @ con respecto al tiempo
gue un observador mediria si se moviera dentro del sistema con la misma velocidad del
fluido. Si los componentes de la velocidad del fluido y del observador son v,, v, v, en

) . Do L.

las dlreCCIOneS, X, ¥,z entonces E es representada matematicamente por:
Do _ 99, 09 9 a9

pt ot *ox

En donde:
2_(20)
6x_ dax y,z,t

20_(20)
6y_ dy

1.4.- Desarrollo de las ecuaciones.

Los fendmenos de transporte tratan de la transferencia de ciertas cantidades
(momentum, energia y masa) desde un punto a otro dentro de un sistema o de un
sistema a otro.haY basicamente, tres mecanismos de transporte. Estos son:

1.- radiacion.
2.-Conveccion.
3.-Difusién molecular.

El primer mecanismo , el transporte por radiacion, se produce mediante el movimiento
ondulatorio . Este mecanismo no se considera en este libro. La transferencia convectiva
se lleva a cabo por el simple movimiento de los fluidos. La difusion molecular se debe a
la presencia de gradientes. Por ejemplo: la trasferencia de momentum se debe a un
gradiente de velocidades. La transferencia de energia en la forma de calor se debe a
un gradiente de temperaturas y la transferencia de masa a un gradiente de
concentraciones..



La difusién molecular esta descrita mediante leyes fenomenoldgicas. Cada una de esas
leyes se presentan como el producto de un coeficiente de transporte por un gradiente.

1.- La segunda ley de Newton sirve para definir la viscosidad.

2.- La ley de Fourier define la transferencia de calor por conduccion y de alli el
coeficiente de transferencia de calor.
3.- La ley de Fick define el transporte molecular de masa y de alli el coeficiente de
difusion.
Los coeficientes de transporte se determinan experimentalmente, aunque pueden
predecirse tedricamente. Los métodos para evaluar estos coeficientes no se presentan
en este libro.
En nuestro universo de estudio el momentum, la energia y la masa se conservan, ya
gue obedecen a la ley general de la conservacion en los sistemas.(Ec. 1.4.1).

{C antidad entrante } _ {cantidad saliente} N {cantidad generada}

a un sistema . de un sistema en el sistema
_ {C antidad acumulada

. b aan
‘ en el sistema _
Esas ecuaciones se pueden escribir en funcién del tiempo:

flujo acumulado

{flu]o entrante} _ {fZUJO Sallente} N {flu]o generado} =1 enelsistema |(1.4.2)

a un sistema de un sistema en un sistema

La ley de la conservacion puede aplicarse a sistemas microscépico 0 macroscopicos.
Para ilustrar estos métodos presentaremos un ejemplo.
Consideremos un sistema en el cual un fluido fluye a través de un tubo cilindrico (véase

la figura 1.4.1).
1 2
2 Fig.1.41

Si definimos al sistema como el fluido contenido dentro del tubo entre los puntos 1y 2
a un tiempo dado. Si estamos interesados en los cambios que ocurren entre la entrada
y la salida , la ley de la conservacién se aplicara en un nivel macroscépico. Y la
ecuacion que describira los cambios en el sistema no se ocupara de las variaciones
internas dentro del sistema. Esto es lo que generalmente se hace en los cursos de
Operaciones Unitarias.

El acercamiento microscopico se utiliza cuando se desea una informacion detallada del
comportamiento dentro del sistema. Para ello se aplica la ley de la conservacion a un
elemento diferencial dentro del sistema, la ecuacion resultante se expande, via la
integracion, para describir el comportamiento de todo el sistema,

Tradicionalmente se usan ecuaciones diferenciales para describir el comportamiento
de esos sistema. En los afios recientes hay una tendencia al uso de esas ecuaciones
en forma vectorial, sin embargo el balance alrededor de elemento se ha conservado.
Las ecuaciones se desarrollan primeramente en unas coordenadas particulares
(generalmente rectangulares) y luego los términos se agrupan para producir una




ecuacion mas concisa en términos vectoriales. Esta ecuacion vectorial se re expande
para otros sistemas de coordenadas.

1.5 Condiciones iniciales y condiciones a la frontera.

Para describir el sistema mediante ecuaciones diferenciales se debe resolver estas
para obtener una descripcion de la presion, temperatura, composicion , etc. para ello
es necesario especificar la condiciones iniciales y las condiciones a la frontera. Esta
informacion se obtiene a partir de las condiciones fisicas de éste. El numero de
condiciones a la frontera (BC) que debe especificarse es la suma de la derivada de
mas alto orden para cada variable en la ecuacion diferencial. EI nUmero de condiciones
iniciales (IC) que deben especificarse es el orden de la derivada més alta que aparece
en la ecuacion diferencial. Esta condicion se aplica solo si el tiempo es una variable..
Por ejemplo, la ecuacion:

2
d vy _ 0
- - - dZZ
Requiere de 2 condiciones a la frontera .
La ecuacion.
ar 0,t=ti
— =0 ,t = tiempo
- - e - - - -dt p- r
Necesita una condicioén inicial. Y finalmente la ecuacion:
aCA ach
at 0dy?

Necesita una condicion inicial y dos condiciones a la frontera.

1.6 Solucién de las ecuaciones.

Para resolver problemas de fendmenos de transporte se requiere primeramente
transformar el problema en una ecuacion matemética. La solucién de la ecuacién
completa el trabajo. El procedimiento puede ser analogo al siguiente.

1.- Dibujar un diagrama que represente al sistema.

2.- Enliste todas las variables pertinentes en el diagrama.

3.-Seleccione el sistema de coordenadas mas conveniente.

4.- Obtenga la ecuacion matemética que describa al sistema. Esta informacién puede
obtenerse a partir de las ecuaciones generales de transporte.

5.- especifique las condiciones a la frontera y las condiciones iniciales.

6.- Resuelva la ecuacion.

7.- Compruebe que la solucion satisfaga las condiciones

Se dijo que la combinacion de las ecuaciones de la conservacién con las leyes
fenomenoldgicas llevan a unas ecuaciones diferenciales que pueden resolverse si se
especifican las condiciones a la frontera y las condiciones iniciales. Esto lleva a la
solucion, sin embargo, en la practica se presentan dos dificultades.

1.- hay un conocimiento insuficiente de los coeficientes que aparecen en la ecuacion.
2.-La complejidad de las ecuaciones diferenciales y de sus condiciones iniciales y a la
frontera impiden su solucién.

A veces las soluciones pueden obtenerse mediante:

1.-Intuicion.

2.-Métodos graficos.

3.-Métodos analiticos.

4.-Métodos analdgicos.



5.-Métodos numeéricos.

Algunas soluciones pueden obtenerse casi inmediatamente mediante la inspeccion de
la ecuacion o por la intuicion en algunos ejemplos. Sin embargo, la mayoria de las
ecuaciones diferenciales que se obtienen se pueden obtener mediante procedimientos
analiticos. Que incluyen:

1.-Separacion de variables.

2.-Series de Fourier.

3.-Funciones Bessel.

4.-Transformadas de Laplace.

5.-Funcoén error.

Con las modernas computadoras se pueden obtener las soluciones de problemas mas
complejos.

Introduccion al analisis vectorial

2.1.- Introduccién

El analisis vectorial se considera en la actualidad esencial en la educacion de un
ingeniero. Es una herramienta valiosa ya que permite convertir ecuaciones largas y
complicadas en forman compactas .En este capitulo se desarrollara los operadores vy
operaciones vectoriales en coordenadas, rectangulares, cilindricas y esféricas.

2.2.- definiciones

Escalares

Un escalar es una cantidad que tiene magnitud y signo pero no direccion.ejemplos de
cantidades escalares son:

Longitud,area,volumen,masa,densidad,tiempo,tempertura, energia,nimeros reales.

Se dice que dos escalares son iguales si ambos tienen la misma magnitud y signo.
vamos a representar las magnitudes escalares con letras comunes.

Por ejemplo: s ,F, ®

Vectores

Un vector es una cantidad que posee magnitud y direccion. Entre los ejemplos de
vectores tenemos:

Velocidad, aceleracion, fuerza, momentum.

Representaremos a los vectores en este libro con letras en negrita, por ejemplo: v,w,
A.

Tensores

Definiremos a un tensor como una cantidad que puede especificarse en términos de 9
cantidades escalares. Los tensores se representan con letras griegas en negrita. Por
ejemplo: T

Los escalares , los vectores y los tensores son llamados a veces como “tensores” de
cierto rango. Estos “tensores” pueden especificarse en términos de cantidades
escalares de 3’ (r=rango). Un tensor de rango cero es un escalar que requiere una (3°)
cantidades escalares para definirlo. Un vector es un tensor de rango uno (3%) ya que
requiere de tres cantidades escalares para definirlo. Un tensor de rango dos, es un
tensor que requiere (3°) nueve cantidades escalares para definirlo.



Representacion de vectores.

Un vector puede ser representado en forma pictorica por una linea y una flecha (Fig.
2.2.1. El punto O es el origen del vector. La linea OP y la flecha especifican la direccion
del vector v . La longitud de la linea OP es una medida de la magnitud del vector v.

Fig.2.2.1

Dos vectores cuya magnitud o longitud y direccién son iguales se consideran como
iguales independientemente del punto del espacio en que estén colocados. De acuerdo
con esta definicidn, los dos vectores de la figura 2.2.2 son iguales, es decir v=w .

Fig. 2.2.2

Podemos, por lo tanto mover a los vectores en el espacio siempre que su direccion y
magnitud se conserven. Si dos vectores tienen la misma longitud pero sus direcciones
son opuestas se dice que uno es el negativo del otro. EnlaFig2.23,v=-w yw
puede representarse por — V.



Fig.2.2.3

2.3. Algebra vectorial

2.4. Las operaciones con vectores con frecuencia siguen las mismas reglas que el
algebra de escalares.

Adicién

La adicion de vectores se define por medio de la regla del paralelogramo. Si se toman
los vectores v , w de la figura 2.3.1 y tomando en cuenta que los vectores se pueden
mover en el espacio, la suma de v y w es definida por otro vector u que esta
representado por la diagonal del paralelogramo formado por los dos vectores y que
tienen el mismo origen que v y w (véase la Fig. 2.3.2).

w fig. 2.3.1
A /

Fig.2.3.2

u=v+w
En forma alternativa , u puede generarse posicionando el origen de v al final de W y
construyendo entonces un vector del origen de w al punto final de v. Este método se
presenta en la Fig. 2.3.3. cada uno de estos procesos puede aplicarse para la adicion
de mas de dos vectores..
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Fie. 2.3.3.
Resta 0 sustraccion
Los vectores pueden también restarse uno de otro ya que satisfacen la ley conmutativa
de la adicion, por ejemplo :

V+w =w +Vv =u (2.3.2)
La diferencia de dos vectores v , w puede escribirse como:
V —w

V+(-w) (2.3.3)
La sustracion de dos vectores puede entonces ser descrita en términos de una
operacion de adicion (véase la Fig. 2.3.4). El vector resultante es z.

(2.3.4)

Componentes de los vectores

El desarrollo que hemos hecho hasta ahora no menciona ningun sistema particular de
coordenadas. Sin embargo, un vector puede ser representado en forma mas
conveniente con referencia a un sistema dado de coordenadas y asi representarse por
medio de una ecuacion. En la figura 2.3.5 se presenta un sistema ortogonal de
coordenadas que gira hacia la mano derecha. La ortogonalidad requiere que los tres
ejes sean mutuamente perpendiculares. Un sistema con giro hacia la mano derecha o




gue gira en la direccion de las manecillas de un reloj es aquel que rotara de la misma
manera que un tornillo al moverse del eje 1 al 2 a través de los angulos formados entre
los ejes.

Axis 1
" Fig. 2.3.5,

En este libro todos los sistemas que se manejen seran ortogonales y con giro a la
derecha. En la figura 2.3.6 se representa el vector v usando coordenadas
rectangulares, El origen del vector es el punto O y esta localizado en el origen del
sistema de coordenadas. El punto final de v es P. Para definir un vector se requiere
especificar la magnitud y la direccion.

El vector v de la figura 2.3.6 puede especificarse mediante:
1.- |v] , la magnitud del vector.

Figura 2.3.6 2.- a, el angulo formado por AOP
3. B, el angulo formado por BOP
4.-y, el angulo formado por COP.
O por medio de:
1. Vx, la proyeccién de v sobre el eje x.
2. Vy, la proyeccion de v sobre el eje y.
3. Vz,, la proyeccion de v sobre el gje z.
Tome en cuenta que vx, Vy, Vz SOn escalares no vectores, ya que un vector nunca
puede ser escalar.
vEVU+,tv, (2.3.5)
Para poder representar a v en forma de una ecuacion que contenga a vx , Vy , Vz Se
emplean tres vectores unitarios 81,62,63
, » Y, Z. Estos vectores unitarios tienen

la magnitud de uno y estan dirigidos
en sus ejes x,y,z.Ver figura 2.3.7.

3, i
3 ).

Fig. 2.3.7.



La cantidad é1vx es un vector y esta definido como un componente de un vector con
magnitud vx (|6,v,| = v,) Yy direccionado a lo largo de eje x.

Con esta definicién y de acuerdo con la ley del paralelogramo , se puede expresar el
vector v en funcion de sus componente. Vedase las figuras 2.3.7 y 2.3.8.

Fig. 2.3.8.

v = 6,vy + 8,1y + 637, (2.3.6)

Cualquier vector puede ser representado de la misma manera: Por ejemplo:

w = 61Wx + 82Wy + 83WZ (237)

En la mayoria de los caso emplearemos las coordenadas rectangulares en el desarrollo
de los vectores.

La aplicacion de la ley del paralelogramo se presento con anterioridad en esta seccion,
de acuerdo con esa ley , la adicion y la sustraccién de los vectores también puede
llevarse a cabo en la forma de componentes.

Es decir, la edicion de v , y w puede representarse como:

v+w= 81VX+82Vy + 63UZ+81Wx+82Wy + 83WZ
Y por lo tanto
v+w=56v,+w,)+ 3, (vy + Wy)+63 (v, +w,) (2.3.8)

11



Ejemplo 1

Dos fuerzas F1 yF2 se aplican a la unidad de masa. Calcule la fuerza resultante F3 que
actua sobre la masa si:

F1=6,10 + 206,+3045

F2 =-108, + 208, + 1083

Respuesta

Fi+F2=F3 = 108, + 208, + 3085 — 1061 + 206,+10655

F3=(0)6, + 406, + 4065=40(8, + 63)

La sustraccion de vectores se representa por:

V-W=6,1,+8,v, + 83vz-(8lwx + &,wy + 63WZ):61(‘Ux —wy) + 82(vy - Wy)+83(vz —
w,) (2.3.9)

Ejemplo 2.

La velocidad de una particula A se describe mediante la ecuacion

v, = 261 + 96, — 1383 mientras que la de la particula B esta dada por
'wg =561+ 76, — 1045 .

Calcule la velocidad resultante vr de la particula A relativa a la de la particula B.
Respuesta.

VR=Va + VB

= 28,1196, — 1365-(58, + 76, — 1083) = —381 + 26, — 363

El procedimiento especificado en las ecuaciones (2.3.8) y 2.3.9 puede extender a mas
de dos vectores.

Multiplicacion de vectores

Sin saberlo , pero convenientemente ya hemos definido la multiplicacién de un vector
por un escalar en la seccién previa. El término §,v, contiene obviamente un vector y un
escalar y el ejemplo de la multiplicacion de un vector &§; por un escalarv,.
Especificamente se define el producto de un vector v por un escalar s como el vector
sv cuya direccion es ya sea la misma o la opuesta a la de v dependiendo de si s es
positiva 0 negativa) y cuya magnitud o longitud es s veces la de |v|. Los dos vectores
gue se presentan en la figura 2.4.1 son paralelos y tienen la misma direccion.

Sy
v

Fig. 2.4.1.

VECLOT §V IS (wien thae



Si la longitud del vector sv es la doble del v, entonces s =2. El vector sv puede
representarse por medio de :
sV = S(Slvx + 6,1, + 63172) = 8;15Vy + 8357, + 8351, (2.4.1)

Ejemplo 4 .

La fuerza que actua sobre una particula es F=8; — 38, + 1085. Si la fuerza se triplica
calcule la nueva fuerza.

Respuesta.

' F=51~362+1053
Fm:\:\ == 3“

Foow = 361 - 38, + 108,)

= 38, - 95, + 308,

. Example 242 A 20k faees v
Ejemplo 5
Unafuerza F de 2 kg actlan sobre una masa de 16.1 kg. Encuentre la direccién y la
magnitud de la aceleracion resultante si:
F=-26,
Respuesta.
La primera ley de newton indica que:

m
F=—a
Ic

En donde F es el vector fuerza en kg fuerza; a el vector aceleraciéon en m/ s?
M es la masa en kilogramos y gc el factor de conversion 9.81 N / kg fuerza.
Rearreglando la ecuacion anterior :

— 9¢ p281,_ - _ 2
a =% F=——(-26;) = — 121868, m /s

La aceleracion tiene la misma direccion que la fuerza (negativa en la direccion z).

Producto punto

Existen otros dos tipos de multiplicacién vectorial. El primero es el escalar o producto
punto entre dos vectores. Esta operacion se indica por medio de un punto entre dos
vectores. Por definicion, es un escalar igual al producto de las longitudes o magnitudes
de los dos vectores y el coseno del angulo entre ellos.
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v.w = |v||w|cos(v,w) (2.4.2)

Se puede, mediante esta definicibn, obtener el producto punto de varias
combinaciones de vectores unitarios.
El producto punto de §;.6; sera:
81.681 = |641[84] cos(84, 61)
Pero [8;] =1 ; COS (64,81)=cos (0°)=1
Porlotanto §6;.6; = (1)(1)(1) =1
Como §;, 6,, 63 son vectores unitarios perpendiculares entre si, se puede deducir que:

61.6;=1
6.6, =1
63.63=1 (2.4.3)
Ademas se puede demostrar que:
61.6,=0,.6,=0
61.63=03.6,=0
6,.63 =056, =0 (24.4)
El producto punto de V.W se puede entonces representar por:

l -0 "
Vew = (B1vy + byv, + 8, v.) (8w, + 0w, + Syw.)
= (61v:)« (8w,) + (81v:) - (8, wy) + (8;v,)- (85w.)
+(02v,) - (8, w,) + (62v,) - (8aw,) + (62v,) - (8;w,)
+(0v:) (8§, w,) + (65v:) (29%,) + (83v.) - (6, Ww.)

ranging the above eaquntian and annlvica Ban 7a
Rearreglando la ecuacion anterior y aplicando Ias ecuaciones (24 3) y (2.4.4) se

obtiene:

ol 0 )
VW = (BB s + (B 2>vxw,. + (885) v, w,

% (52/5/3\ We + ( (62)\1 W, + (é‘._,/a/)L w,
i o 0 !

+ (837 )v, w, + (}33‘(’5?;% w, + (éa/aj;vzw
1t
De manera que:
v.W = vw, + Wy, +v,w, (2.4.5)
Si el producto de v.w es igual a cero, al menos debe cumplirse alguna de las siguientes
condiciones.:
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1.- |v|=0

2.-lw| =0

3.-|v|,lw|=0

4.- v y w son perpendiculares.

Siw =v entonces:
v.w = |v||v|cos(v,v) = |v|?
En en forma de sus componentes:
vV =0+ vy + 7
De manera que |v|* = vi+vy + v7
Y por lo tanto:

lv| = \/(v,? +vi + vZ) (2.4.6)

El coseno del angulo entre v y w también puede obtenerse a partir de sus

Introduction to Vector Analysis

(R

vew = |v] | w] cos (v,w)

= WLWy + VW, + VW,

1d
\ VeWy VW, + V:W;
cos(v,w) =
[vi [wl
ViWy & VW, + VW " (2.4.7)
- 7 TRRCINE: AN /_ 2 5 ;2 \,2
VS 4+ v+ v VL + Wy W

componentes.

Este tipo de multiplicacion de vectores tiene varias aplicaciones. Por ejemplo, si una
fuerza F(vector) desplaza la unidad de masa una distancia S (la que es un vector ya
gue tiene direccion) , el trabajo requerido es el producto de la magnitud del
desplazamiento y de la componente de la fuerza en esa direccion (véase la Fig. 2.4.2)
Este trabajo W esta dado por la ecuacion:
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(s,F) (2.4.3)

W = |s||F| cos

I
|

|
P, ]

11
o~

3

/ s
t——————!Fi cos 8
S sl ;
Fig.2.4.2
Sin embargo, la ecuacion 82.4.8) se reduce simplemente al producto punto de dos
vectores.

W=F.s (24.9)

Ejemplo 6

Calcule lo siguiente a partir del ejemplo 2.3.1
a.-|Fq|

b.- |F,|

c-Fi.F2

d).- El angulo entre F1 y Fo.

16



frtroduction ‘cclor Analysis )
aduction to Vector Analysis 23

Solution:

IFl = VI FI{F
(@) IF ] = VvI0Y ¥ 307§ 360
= VTH00
| (b) [F. | =07+ 407 + 402
= V3200

= (108, + 208, + 308,)- (=108, + 205, + 105,)
~100 + 400 + 300

—
P

~
g
&7
el
&}

e

w G
1

. = 600

(d) cos(F,,Fy) = —Fi-Fa’

) . ’ F, f | F: ]
' =000
V1400 /600
= 653 '

El &ngulo entre F1y F2 es: de 49.2°

Ejemplo 7.
Una fuerza F se desplaza por un sistema s. Calcule el trabajo efectuado sobre el
sistema si:
F =100(8| + 83); kg fuerza
s =108, ; m
Respuesta.

Por definicién, el trabajo W que se hace sobre un sistema es el producto punto del
vector fuerza F sobre el vector del desplazamiento s.

W =F.s :(Fx(Sl + F,6, + Fx63). (sx61 + 5,6, + 5263) = FE.ssy + E;s, + Es,

Del enunciado del problema se deduce que:

e evaranaa

(2.4.9) F,=0
F, = 100
F, = 100
S, =0
s, = |0
Sz :“0
Por lo tanto:

W= (0) (0)+(10)(100)+(100)(0) = 1000 kg-m.

Producto cruz
El tercer tipo de multiplicacién vectorial es el producto cruz. La operacion se indica por
una X entre los dos vectores. Siv y w son dos vectores , entonces por definicién
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v X w es un vector u cuya longitud o magnitud es el producto de las longitudes o
magnitudes de vy w y del seno del dngulo entre ellos y cuya direccién es
perpendicular al plano de v y w y dirigida de manera que un tornillo con rosca derecha
avance de v hacia w a través del menor angulo entre estos vectores que avanzan en
la direccion u- La magnitud del producto cruz es el area del paralelogramo formado por
v yw .Véase la figura 2.4.3.

lv x w| = |v||w|sen (v,w) (2.4.10)
EL vector v X w es igual en magnitud pero opuesto directamente a w X v de acuerdo
con la definicién del producto cruz. Por lo tanto:

VXW=-wXV (2.4.11)

Vamos ahora a obtener el producto cruz de varias combinaciones de los vectores
unitarios. La magnitud del producto cruz §; X 8, es 1:
|81 X 82| = |81]]8,]sen(8,62) = (D(D(1) =1 (2.4.12)

La definicién del producto cruz de vectores indica que el vector resultante esta dirigido
a lo largo del eje z positivo. Por ello:

61 X 8, = 83 (2-4-13)

El procedimiento anterior puede extenderse a las otras combinaciones de vectores
unitarios

51 X 8, = &3
8y X 81 = —83
81X 83 = —8,
83 X 8, = &,
83 X 8, = —8,

82 X 83 = 61 (2414)
Y ademas:
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61 X 8,00
6, X6, =0
63 X 63=0 (2-4-15)
Ahora podemos obtener el producto cruz de v x w en forma de componentes:

...... u component form:;

VX W= (p
(‘*"'+"-52+v53)x<u a.+wa,+wa)
3

5; 4 |
(&% 6,)(v ve) + (5,x%) )(v w,) + (Qkax’ﬁjg(:iv )

6
</(vw)+(M< w,>+</’4,(vw)

+(é3//3(; ”)+

5(l w “VW)
+ 4, 2(v VoW

(/"”/‘52'("“’)4-@,,4/53'(,,

) W)
o = wax)
b 63(v‘u’y = Vywy)

" (2.4.16)

El resultado anterior puede representarse como un determinante:
6, o, &3
vxw= (v v, v, (2.4.17)
Wy Wy, W,
Al menos una de las siguientes afirmaciones debe ser cierta si v x w =0
1-|v|=0
2.-lw| =0
3-lvl,lwl =0
4.-v yw son paralelos

Ejemplo 8.
Siv=8;+6,+383 y w=8; — 38, — 83 calcule lo siguiente:
a) VXw
b) wxv
c) |lvxw|
d w+w)Xx (v—w)
e) El area del paralelogramo formado por v y w.

Respuesta
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(a) v xw

(b) w x v

(c) |v x w]
Ad) (v W) x (v = w)

(¢) The area of the parallelogram formed by v and w.

Solution:
8 6, 0

(a) vxw=]1 1 Il = 6:(2) + 6;(2) + 8:(-4)
A

(b) wxv=—-vxw

51(=2) + 8:(=2) + 8,(4)
© lvxwl=vVRT+ @+ (- = VA

d) v+w=258(2)+ 8(-2).
V- W= + 6,(4) + 6:(2)
61 6 &
(v+w xy-w=12 =2 0
0 4 2

I

6,(—4) + 8:(—4) + 8:(8)

(¢)y The aren is oiven hv (e) 1e /24

El producto punto tiene varias aplicaciones. Por ejemplo: si v es la velocidad lineal de
una particula que rota con una velocidad angular Ven relaciéon con un eje fijo, (vease

figura 2.4.4) entonces:
v
\

lvl = [V]I

Fig. 2.4.4.
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lv|=|V]|r|sen (r,V)
v=VXxr (2.4.18)

en donde r es el vector de desplazamiento de la particula desde cualquier punto sobre
el eje de rotacion y V es definido como un vector paralelo al eje de rotacion.

Otro ejemplo de aplicacién es el momento M generado por una fuerza F aplicada en el
punto P. El producto de la fuerza por la longitud perpendicular | desde el punto es
definida como el momento (véase fig. 2.4.5) . Esto puede ser representado por:

F
/4
/
/ p
’/
Pat /
~ 3
% 7
Sy
/
/
/
Fig. 2.4.5,
M| =L |F|

|M|=|s| seno (s,F) |F|

M=sxF (2.4.19)

El vector M o vector de momento estd direccionado hacia afuera y perpendicular al
plano de esta hoja.

2.5.- Diferenciacion de vectores.

En esta seccidn se presentaran cuatro operaciones vectoriales que son derivadas de
un operador diferencial vectorial.

Un operador se define como el término que opera sobre una cantidad vectorial o
escalar. Cada operacion vectorial diferencial contiene un operador definido como un
gradiente y simbolizado por V o por grad..

Gradiente
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Si se define un escalar g que sea funcion de la posicion tal como:

O =0(xy2z) (25.1)

Por medio de las reglas de la diferenciacion se encuentra que:

dg = ( )dx+( )d +( )dy (2.5.2)

grad ¢ ¢ = const.
(X +dx, y +ay, 2 + dz)

Pia 2)

Fig. 2.5.1.

La superficie en la cual g es constante se muestra en la figura 2.5.1.

Por ejemplo, si @ representa la temperatura de una esfera solida cuya temperatura
superficial es constante, entonces la superficie externa de la esfera es una superficie
de @ constante. Los puntos P y Q son adyacentes y estdn sobre esa superficie
separados por una distancia diferencial (la distancia implica direccion). Se puede definir
ds como un vector diferencial de posiciéon con su origen en P y su final en Q. Este
vector puede ser representado por:

ds = 81dx + 8,dy + 63dz  (2.5.3)

Los componentes son diferenciales porque el vector es diferencial.

Por medio de la ecuacion (2.5.4) definiremos al gradiente, el cual es un vector
representado con el simbolo V o por grad.

a ] ]
grad = 815"‘ 825"‘ 635 (254)
Si el gradiente opera sobre el escalar g se obtendra:
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grad o = (8, + 52%+63;’—2)¢ =515+ 85+ 855  (255)
Que es también un vector.
Ahora vamos a determinar la magnitud y direccion de este operador vectorial.
Si sustraemos @, de @, Yy recordando que la distancia entre ellos es diferencial se
obtiene:
@p — Dy = dO
Pero d@ =0 ya que los puntos @, y @, esta localizados sobre una superficie de g
constante. Por ello:

29 09 9 , _
Sin embargo, a partir de las ecuaciones (2.5.3) y (2.5.5) se tiene que:

do.ds =612+ 8, 2+ 6522). (8,dx + 8,dy + 85dz) = Ldx + Ldy + Ldz (2.5.7
grad @.ds =( 15, 1 25+ 36—2).(1x+ 2dy + 3z)—a x+@ y+o z (2.5.7)

Note que el lado izquierdo de la ecuacion de la ecuacion (2.5.6) es simplemente la
ecuacion (2.5.7), por lo que:

grad @.ds =0 (2.5.8)

Este producto punto representa esencialmente el cambio en @ al moverse un ds en la
superficie. Se puede concluir a partir de (2.5.8) que el grad ¢ es perpendicular a la
superficie de @ constante.

Ahora podemos representar el vector diferencial de posicion dn que es perpendicular a
la superficie de @ constante (véase la figura 2.5.2) y que se extiende desde la

Fig. 2.5.2.

superficié'de [} z; la de'.d+d z
dn = 81dx + 62dy + 63dZ (259)
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Los componentes del vector son diferenciales ya que dn es también diferencial en
magnitud.
Combinando las ecuaciones (2.5.5) y la (2.5.9) tendremos:

d d 0
grad @ .dn = (616_2 + 82£ + 83 6_?)' (61dx + 62dy + 63)

_99 99 9 4, _
—axdx+aydy+azdz— dd

Debe hacerse notar que este producto punto no es cero, sino que representa el cambio
en ¢ al cambiar un dn desde la superficie ¢ a la superficie p+dd.

De acuerdo con la definicion del producto punto.

dp = grad @ .dn = |grad @||dn| cos(grad @,dn) = |grad @| |dn| (2.5.10)
Rearreglando la ecuacion (2.5.10) se obtiene:

ag
o (25.11)

A partir de la ecuacion anterior (2.5.11) se puede concluir que la magnitud del vector
grad @ es la rapidez del cambio de ¢ con respecto a un desplazamiento perpendicular
desde la superficie de ¢ constante.

lgrad ¢| =

Ejemplo 9

Evalue el gradiente de la temperatura T si :

T=100x + 50 xyz?

También calcule la temperatura y el gradiente de temperatura en el punto (1,0,1)
Respuesta:
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La Divergencia

gradT=5|Q€+626—T+53QI

d dy 0z (1)
5, 9T _ 5 [0(100.\- + 50xyz2)
dx dx ¥
= 6,(100 + 50yz?) - (2)
5. 9T _ 5, 19000x "+ 50xyz?)
- dy - ay
= 0, 50xz2 (3)
5, ar -5 f)(l()().\' + 50xyz?)
b ; 0z
2 i ;
= 0; 100xyz : (4)
Substituting equations (2)-(4) into equation (1) yxclds

grad 7" = §,(100 + 50p:?) + 5. 3(50x2%) + 0;(100xyz)
(grad 7'), 0, = §,(100 + 30(0)(1) )+ 6:(50(1)(1)?) + &, (100(1)(0)(1))

= 1008, + 508,
Tio1 = 100(1) + 50(1)(0)(1)?
= 100

Dl\lnrnnnrn

La Divergencia

El producto punto de un gradiente por un vector V es un escalar. Esa operacion recibe
el nombre de divergencia del vector y se indica como:
V.v odivv

Vv=divv

d d d
(616 + 62 a + 63 9z ) (61Ux + 62Uy + 63172)

— dip p=2x 4 %y | 0V,
V.v=divv= o + 3y + o (2.5.12)

Esta operacion tiene varias aplicaciones. La divergencia del vector velocidad es una
medida del flujo que cruza una superficie y también igual a la rapidez del cambio de la

densidad del sistema con respecto al tiempo.

25



Ejemplo 2.5.2

La densidad p y la velocidad v de un sistema son funcién de su posicion. Demuestre

que :
V.(pv) = (v.9p) + p(V.v)
Respuesta
Y = 6‘|Vx -+ 52vy -+ 63\’1
pv = 5|(va) + 62(,0",,) % 63(/”’:)
V(pv) = (s 9 9 d.
lax+62(')y +53'a—z
'(6;[)1’,; He 62pvy +.63pvz)
= ov) (o) + o)
ax dy dz
Remembering that
p = p(x,p,2)
and
¥ = W, p,2)
Ve = p Ry, O
ax 0x
+ p % ! 'y ?ﬁ
dy dy
+ p 9& + V: a_p
z dz
But
(1)

Wy , 9

vy _ vy | Ovy | vz _
p§+pg P, = ( + + )—pV.v(Z)

ox ' dy ' oz
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dp d 7
L i p dp

L)x nenam + - o—— Q-
ax dy ‘9z (6,v,,+52vy+53v1).<12_/’+57 g£+53 ip)
. X y dz
| = vNp (3)
Substituting cquations (2) and (3) in equation (1) gives
. V-(pV)=(V'Vp)+p(V-V)

The result i erati
of this operation has “split” the position variables pandy

Curl

El producto cruz del gradiente por un vector v esta definido como el rotacional o Curl de
un vector. Esta operacion se indica por medio de la notacion:

VXv=curlv:
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] % 5 (2.5.13)
] t el l 1 v'
¢ curl of v may also be expressed in determinant form:

6 6 4 I

V xv = .g_ _a- ..a_'

9x 9y 9z

Vi §
o voov | (2.5.14)

Example 2.53  The velocity vantnn e - 00—

1

Ejemplo 10
El vector velocidad de un solido rigido que rota esta dado por

v=V xr (2.4.18)

en donde V = el vector de la velocidad angular constante y
T = 61x + 62}/ + 63Z

Evalue el rotacional de v.

Respuesta

curl orotacional v=Vx (V Xr) (1)

Defining
V= (8 V, + 6 Ve + 6, V;)
Vxr=@V+&V,+ &) x(@6x+ 8,0 + 8,2)

0 (¥ez = Vo)
+ 6 (V.x = V)
+ & (Viy - Vx). (2)

Substituting (2) in (1) yiclds
curlv = <l%+6l%
+ &Vix = Vez + &[Vy = V)
=062V, + 8,2V, + 8,2V,
=2 Vi + 8V, + 5 V,)
=2V (3)

# 5,0‘—’z>x (3. V,z = Vip]



Es importante hacer notar que el rotacional (como su nombre lo indica) de una
velocidad es una medida de la rotacion del vector velocidad. Se puede concluir que:
Rotacional v =0 para un movimiento irrotacional.

Operador de Laplace o Laplaciano
Finalmente evaluaremos el producto punto del gradiente consigo mismo. Esta

operacion es denominada como laplaciano y es representado por:
VZ
VZ=V.V
7] 7] 7] d d d 92 92 02
V.V—(51a+525+53£).(61a+ 62@4'635) = W-l'a_yf'_a? (2'516)
Si un vector puede representarse en términos del gradiente de una funcion escalar.
Como por ejemplo:

v=grad® =VQ
Entonces la divergencia del vector se reduce a:
V.v=V.V0 =V?p (2.5.17)
Ejemplo 11
La densidad de un sistema esta definida por:
p=60+0.002 x y + 001y z2
Evalue:
V%p

Respuesta:

Solution:

2 32 2 5

ax? = g)? Pye)
p _ &

By ox? (60 + .002 Xy + 001 pz2?) =’ O

02

o

Jy

3*p

S5 = 0002

re



Por lo tanto:

VZp =0+ 0+ 0{002y = 0.002y

El operador de Laplace sobre el vector v da:
V2 = V2(8,0y + 8,0y + 830;)

Los vectores unitarios , solamente, en coordenadas rectangulares pueden sacarse del
operador de manera que :

VZiy = §,V2v, + 8,V?v, + 8,V (2.5.18)

También se puede examinar el producto cruz del gradiente con respecto a si mismo.
Este es un operador vectorial y esta representado por V x V .Si este operador trabaja
sobre un escalar ¢ entonces :

V x V@ = rotacional del gradiente de ¢  (2.5.19)

Ejemplo 12

Compruebe que el rotacional del gradiente de d es cero
Respuesta:

V x V@ = rotacional del gradiente de ¢

L5 05 0 5 20
V®—616x+626y+6362

36 ‘ Introduction to Vector Analysis
9 \
V x Vo= (5L 4 52i+53;‘9—)x<5,‘?—‘”+5 8 45 ¢>
\ " ax a3 gz 3

/-2 FL
- a(ge- 22
2(o¢> a~¢>

+
ol

\():.' ax 0x0z
R 9% ¢
+ 6 -
’ dxdy ay('),\‘>

Il

8:(0) + 6,(0) + 85(0)
0

1l
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Integracion de vectores

En esta seccion se presentan algunas de las reglas sobre la integracién de vectores y
se revisaran las integrales de linea, de superficie y de volumen.

Integral de linea

Las integrales de linea son un buen punto de partida para presentar la integracién de

s

as

Fig. 2.6.1.

) - S M AN S . ‘-_\nful.nc*n the
vectores. Consideremos por ejemplo el sistema presentado en la figura 2.6.1.

El vector v varia en magnitud y direccién en cada punto de la curva s entre los puntos P
y Q. El origen de v define el paso de la curva s. Por definicion:

Jo vds =6, [ veds+6, [ vyds+8;) v,ds (26.1)

Y para los limites PQ

Q Q Q Q
j vds=6lj vxds+62] vyds+53f v, ds
P P

P P

Esta operacion Es solamente valida para los vectores unitarios en coordenadas
rectangulares. Asi que ds se refiere a la magnitud de la longitud ds en cualquier punto a
lo largo Del paso PQ. Se define ds como el vector que tiene una magnitud igual a ds y
una direccién que es tangencial a la linea en ds. Entonces el vector ds es:

ds = 81dx + Szdy + 63dZ (2.6.3)

El producto punto de v y ds puede ser evaluado en cada ds. Como una integral
representa la suma de los términos diferenciales entonces:
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fPQ(v. ds) (2.6.4)

Calcula las contribuciones de cada v.ds alo largo de P Q. Si se aplica la definicion del
producto punto a la ecuacion (2.6.4) entonces:

fPQ(v- ds) = fPQIvI |ds|cos (v,ds) (2.6.5)

Y por lo tanto:

[2.ds)=[7[(81v, + 8,0, + 83v,). (81dx + 85dy + 83d2)]
= fPQ(vxdx + vydy + deZ) (2.6.6)

Nétese que v y ds no son necesariamente perpendiculares.

Vamos ahora a evaluar el trabajo W requerido para mover la unidad de masa desde el

Unit mass

Unit mass -
Fig. 2.6.2.
punto P hasta el Q a lo largo del trayecto s ( véase la figura 2.6.2).

Se demostro en la seccion 2.4 que el trabajo puede ser representado por el producto
punto de la fuerza F y del vector del desplazamiento s:

W=F.s (2.4.9)
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Si la fuerza varia a lo largo del trayecto , como se muestra en la figura (2.6.2), el trabajo
requerido para desplazarse un ds estéa dadp por:

Was=F.ds (2.6.7)

El trabajo total se obtendra integrado la ecuacién (2.6.7) a lo largo de P Q.
W= [Y(F.ds) (268)

La fuerza aplicada que actua sobre La unidad de masa puede en algunos casos
reemplazarse por El gradiente de una cantidad escalar ¢, por ejemplo F = grad .

En donde F es una fuerza conservativa. Por ejemplo, F puede estar haciendo trabajo
contra la gravedad. En tales casos se puede demostrar que & es la energia potencial
de la unidad de masa y entonces la ecuacion (2.6.8) se convierte en:

W= pr(grad 9.ds) = fPQI.qTad @| [ds]cos(grad @, ds) (2.6.9)

Y también:

09 29
W = f 51 + 85+ 85 E) .(8,dx + 8,dy + 8:dz)

_rQ (09 a9 a9
=/ (adx+5dy+a—zdz) (2.6.10)

Sin embargo, el integrando de la ecuacion (2.6.10) es dd, asi que la ecuacién anterior
se reduce a:

W= [2dp =0, -0 (26.11)

Asi que, el trabajo se obtiene a expensas de La energia potencial que se ejerce sobre
la unidad de masa. Este resultado esta acorde con la primera ley de la termodinamica.
Note que este trabajo o cambio en la energia potencial es independiente del la forma
en que se mueva de P a Q, ya que si variara con el camino seguido se podria construir
una maquina de movimiento perpetuo de primer orden. Se puede, por lo tanto, concluir
que:

$(grad @.ds) =0 (2.6.12)

Em donde § representa uma integral alrededor de um circuito cerrado.
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Ejemplo 13

Calcule El trabajo requerido para mover La unidad de masa Del punto (1.0.0) hasta El
punto (2,1,1). El trabajo se efectla contra la fuerza de gravedad que est4 dada por:

Respuesta

Por definicion dW=F . ds
W i ; |
v - / Feds; P = (1,0,0)and @ = (2,1, 1)

ds = §,dx + 8,dy + 8,dz

I:-d' e 32 — -_3.:;_ . .
S (\/2_ 52 \/j 53 (5ld.\ + 63d}" + 53d3)
= _3:: (/): e ;‘;:_2._: d:
Y V72

C /19
r \\V2 V3

='/\)-1_3—2——d1,—‘/~:-1 32 )
v-0 V2 2=0 —\/_j— )
o323

V2 V32
=0

Ya que W=0, el vector de desplazamiento s debe ser perpendicular a el vector de la

fuerza gravitatoria F.
Alternativamente, F puede ser representado por el grad de g, en donde:
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s 32 32
=—y——z
20 vz

El trabajo esta dado por:

W =0(1,0,0) - 0(2,1,1)

?(1,0,0) =0
(25(211)—32 32—O
) _\/E \/i_

Por lo tanto W =0

Integrales de superficie

La integracion de un vector v sobre una superficie con area curvada f se presenta en la
ecuacion (2.6.13) para coordenadas rectangulares.

[, vdf =6, [f, vedf +8, [f, vydf + 8 [[, v,df (2.613)

Vamos a emplear esto con una aplicacion practica, Un ejemplo simple es el calculo del
caudal de flujo Q de un fluido que cruza una superficie plana f (véase la figura 2.6.3). El
fluido fluye con una velocidad constante v en f.. La magnitud de la velocidad es :

|lv| y forma um angulo © con la normal n de f. Las unidades del caudal Q son m?/s.

_

v

Fig. 2.6.3.

Las unidades de v son m /s y las de la superficie f de m2.
El flujo volumétrico esta dado por:
Q = |v| f cosO = [v] f cos(v,n) (2.6.14)

Pero empleando La ecuacion (2.6.14) El flujo es simplemente Q = (v . f) (2.6.15)
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En donde f esta definida como un vector area que tiene la magnitud f y la direccion de
n. Una situacion mas general es la que se presenta en la figura 2.6.4. En ella la
velocidad v es una variable que se conoce en cada punto de la superficie f. Como la
velocidades una variable , se debe calcular primero el flujo volumétrico en una
diferencial df.

Fig. 2.6.4.

Qur=(v.df)  (2.6.16)

En la ecuacion (2.16.16) se representa el flujo volumétrico Q en un punto de f, la suma
de todos los flujos a través de f esta dada por:

Q= fff (v.df) (2.6.17)

En donde Q es el flujo volumétrico o caudal total del fluido que cruza la superficie f. Si f
es una superficie cerrada que rodea a un sistema de volumen T, la ecuacion (2.6.17)
representa el flujo volumétrico neto que sale del sistema (ver figura 2.6.5).
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Q= fff (v.df) (2.6.18)

Se debe hacer notar que df se considera positivo si esta direccionado hacia afuera del
elemento volumétrico. Q en la ecuacién (2.6.18) es por lo tanto el flujo neto o caudal
gue sale del sistema.

Ejemplo 2.6.2

La velocidad y el vector del area en una cierta posicion del espacio estan dados por:
V =481-602+1003 ; f=-01 +02 +03

Calcule el flujo volumétrico que cruza el area /f /. Comente los resultados.

solution:
Q=v-f
= (48, — 65, + 105;)

(=8 + 8 + ;) Se puede decir que v es perpendicular
=-4-6+10 - a f es decir la velocidad fluye paralela
=0 a la superficie abierta f y no a través

del area.
Ejemplo 2.6.3

La velocidad de un fluido en un cubo unitario (0< x<1,0<y<1,0<z<1) esta dada por
V=10 xy 01— 5 x 7?03 en m/s

Evalde el flujo volumétrico del fluido que sale del cubo , si x, y, z tienen un metro de
largo.

Respuesta:
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Por definicion.

0= [[w.ap
f

La solucion de este problema requiere de La integracion sobre las seis superficies del
cubo (Fig. 2.6.6).

(0,0,1)

)
g

@ (0,1,0)

&7
|
L7

(1,0,0)

Fig. 2.6.6.

irface (1)
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Surface (1)
Xz plane aty = @
df = -8,dxd:

xw| FEN|
f / (10xy8, — 5x2%83) - (-6, dxd=)
x=0 z=0
0

QX,O,:

It

Surface (2)

xz plane aty = |
df = 8,dx d-=

x| R
Qutz = f f (10xy3; — 5x2%6;)- (8, dxd=)
x=0 2=0
=0

‘Surface (3)
xyplane atz = 0
df = —(530’.\'d}'

1 | /0
Q.\'.J‘.O = f f (10.\')'5| - 5./\'/’53)'(—53d.\'d_}')
x =0 y=0
= ()
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rface (4
HEase & xy plane atz = |

df = 8ydxdy

. | l
Qg = f f (10xyé, — 5x2283) - (8;dx dy)
x=0 Jy=0 » ¥ .

ol l :
- j jﬁ (=5x)dxdy
x=0 ¢y«0
1
jf (-5x)dx
x =0
!

e, ol R

I

= —2.5
0

wrface (5)
yz plane atx =0

df = -—5,ab)dz

1 1 0 0
Qo.y.: =f f (10xyd, - 5/"{25/3')‘(-51‘1}"12)
y=0 &z=0
0

Surface (6)
yz plane atx = 1
df = 6,dyd:z

1 1
Qiy: = f f (10xyd, - 5x2%85) - (8,dydz)
y=0 2=0

1 1
_-.f f(_lOy)dyafz
0 0
1
f 10y dy
0

w5 ;

10y?

2

I
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Qneto = >Q=-2.5+5=2 m?3/s

Integracion de vectores
También es posible definir la integracion de vectores. La integracion del vector v que
actua en el volumen T es:

JII. vdr =68, [[[ vedt+ & [[f vydr+8;[ff v,dr(26.19)

Para coordenadas rectangulares.

Vamos a presentar dos aplicaciones que requiere de la integracion de vectores. Si p es
la densidad (kg / m3) de un fluido incompresible contenido en el volumen T , la masa
del fluido M contenida en ese volumen es:

Si p es variable en el volumen T entonces:

M= [[[ pdr (2.6.30)
La ecuacion anterior solo se emplea con fluidos compresibles.

SiF es un vector constante que representa la fuerza por unidad de masa en el volumen,
entonces la fuerza actuando sobre el volumen T esta dada por:

F=pFT

En esa ecuacion las unidades son:

F = newton

F = newton / kg
T=m’

p= kg /m3

Si p y ¥ varian de punto a punto en el volumen T, entonces:

Fa=p¥dT sila fuerza actua sobre el elemento dT. La fuerza total que actia sobre todo
el volumen T sera:

F=[[ pFdr (2621)

En donde p y ¥ son los valores locales en cada dT.
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Ejemplo 14

Si la densidad de un fluido en el cubo del ejemplo 2.6.3 est4 dada por
p =60+ 0.002xy + 0.001 yz? enlb/ft3

Compute la masa del fluido dentro del cubo.

Respuesta.

Ya que la densidad del fluido dentro del cubo varia con X, y , z la densidad debe
integrarse sobre el volumen total para obtener la masa total.

Teorema de la divergencia de Gauss
Este teorema establece que si T es el volumen encerrado por una superficie fy v es

un vector funcion de la posicién con derivadas continuas entonces:

[ e ff oo~

Ejemplo 15
Verificar el teorema de Gauss recalculando el flujo volumétrico del ejemplo del cubo.
v = 10xy8, — 5xz2%63

Respuesta

[

_ (0 , 0 , 0o _ 2 _ 01l0xy  95xz”
Vv = (ax + ™" + az)' (10xyéd4 — 5xz°63) =

dx 0z

=10y — 10xz

Por lo tanto:

I v.v dT:fxl=0 fyl=0 le=0(10y — 10xz) dxdydz

jl jl (10 10xzz)d p Jl (10y2 10xzz>d
= y — yaz = - A
y=0vz=0 2 z=0 2 2
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0= (103/22 B 10x222> 1 _c_9c_opc m3

2 4
Ejemplo 16

Una superficie cerrada con area f y volumen T contiene un vector de posicion s (s =

81x + 8,y+63z) definido dentro de su dominio. Evalue @f s.df en términos del volumen T.

Respuesta.

Por El teorema de Gauss

frar - [fmer

v —(5 0 15,2 45 a> Sux + 8y +837) =
S = 155 26y 35,) 1X T 02) T 032 = Ax

dy 0z
t3 5

Vs=1+1+1=3

[ ue=>

T

Por lo tanto :

ﬁs.df=31

2.7.- Transformacién de coordenadas.
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(a) Rectangular coordinates "
(b) Cylindrical coordinales
z
1
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\&
A0
Al
Y
Py
, P=Plred)

/

{c) Spherical coordinates
Fig. 2.7.1.

La localizacion de un punto en el espacio puede ser definida en varios sistemas de
coordenadas. Hasta ahora nos hemos restringido al uso de coordenadas
rectangulares. Sin embargo, muchas aplicaciones ingenieriles requieren de otro tipo de
coordenadas. Por ello vamos a desarrollar los operadores vectoriales en coordenadas
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rectangulares, esféricas y cilindricas. Estas coordenadas se representan en la figura
2.7.1.
Coordenadas rectangulares

El punto P en la figura (2.7.1(a) esta definido en coordenadas rectangulares mediante
X, Y, z. Las diferenciales en x, y , z estan dadas por:

ds; = PP' =ds
ds,=PP"=dy
ds; = PP"" =dz (2.7.1)
Cualquier longitud diferencial ds en estas coordenadas esta dada por:

(ds)? = (PP")? 4+ (PP')? + (PP"")? = (dx)? + (dy)? + (dz)? (2.7.2)

Coordenadas esféricas

El punto P es descrito en coordenadas esféricas por,© y ¢ en la figura 2.7.1 ©. Se
puede demostrar que:

X=r sen © cosdh
Y=rsen © sen ¢
Z =rcos © (2.7.10)

Los ejes ortogonales de mano derecha para este sistema de coordenadas son 1,2,3
con vectores unitarios &, ,68q,6p Y las longitudes diferenciales en las direccionesr,©y
¢ son:

ds; = PP' =dr

ds, = PP" =rd6
ds, = PP"" =rsen6d® (2.7.11)
Las ecuaciones de las longitudes diferenciales toman La forma de :
(ds)? = (PP)? + (PP'")? + (PP"")? = (dr)? + (rd0)? + (r sen 6 d@)? (2.7.12)
El elemento diferencial del &rea sobre la superficie curva es:
df = (PP")(PP"")=(rd8)(r senf d@) = r?senfdfd® (2.7.13)
Mientras que el elemento de volumen es:
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dt = (PP)(PP")(PP'") = (dr)(rd6)(r senfd®) = r’senfdrdfd® (2.7.14)
Ejemplo 17

Evalue El area de superficial A de una esfera de radio a.
Respuesta:

df =r?senfd0d@

2m T 2m T T
A= f f df = f U r? senade] do = an r2 senfdf
9=076=0 o Lo 0

3

A= 27Tr2f senfdf = 2nr? [—cos 0]% = 2nr?(1+1) = 4nr?
0

Por lo tanto , en una superficie esférica de radioa A =4 T a2
Un sistema general de coordenadas

Supongamos un sistema generalizado de coordenadas que pueda aplicarse a todos
los sistemas de coordenadas incluyendo las rectangulares, las cilindricas y las
esféricas. Para ello tomaremos en cuenta el sistema generalizado de coordenadas
presentado en la figura 2.7.2.Los tres ejes 1,2,3 son perpendiculares entre si en el
punto P y forman un conjunto de coordenadas dirigidas hacia el lado derecho.

La superficie a representa valores constantes de coordenadas en el eje 1. Las
superficies B , y representan valores constantes de las coordenadas sobre los ejes 2 y
3 respectivamente. La intersecciéon de B y y define al eje 1. La interseccion de a, y y de
a, B forma los ejes 2 y 3. Los vectores unitarios para este sistema son 61, 82 , 8 3. Las
longitudes diferenciales a lo largo de los ejes 1,2,3 son dsi, dsz, dss. Si nos movemos
un ds: a lo largo del eje 1, el valor de a cambia diferencialmente por un da. Este cambio
en da es proporcional a dsi. Se puede representa esto en forma de una ecuacion
introduciendo el coeficiente de transformacién hi y tendremos asi:

da=hads: y por lo tanto dB=h2ds2 y dy=hsdss (2.7.15)

Los coeficientes de transformacion h: , h2 , hs se puede considerar como constantes
de proporcionalidad que dependen del sistema de coordenadas. El valor de h1 , h2 , hs
se evaluan en los tres sistemas de coordenadas sustituyendo las ecuaciones (2.7.1),
(2.7.6) y (2.7.11) en la ecuacion (2.7.15).
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Fig. 2.9,

Para las coordenadas cartesianas:

hi=1, h2=1,h=1  (2.7.16)

Para las coordenadas cilindricas se tiene que:

hi=1 ,h=1/r,hs=1 (2.7.17)

Para l8s coordenadas esféricas:

hi=1  h2=1/r ,h3=1/(rsen®) (2.7.18)

Los resultados anteriores se encuentran tabulados en La tabla (2.7.1)

TABLE 2.7.1
Right-Handed Orthogonal Coordinate Systems

General Rectangular l Cylindrical Spherical
« .3 r r
;: » ¢ 0
s z '3

(]fx dx dr dr
5,3 dy d¢ da

7 . d: d= d
ds, dx dr dr
mj.:z dy rdg rdi
as -
] 3 dz dz rsint dg
h I 1 !
Zz I 1/r l/r
; 3 | 1 I/rsing
61 8y 6, ’
6: B gz by 3y

3 3 s:
vy Yy l',- f¢
V2 vy ) ', {

" g if‘ v
i : ¢




Ahora se pueden extender esos resultados a los operadores vectoriales descritos en la
seccién 2.5- . El gradiente F, la divergencia de V , y el ¥ 2F se presentan sin
demostrarlos para el sistema de coordenadas de la figura 2.7.2. F es un escalar y el
vector v tiene los componentes vi, V2, V3.

TRMMAML T QS WUV Vi, V), dIEd Yy,
- dh d4q y
grad ¢ = 8.k, 28 4 8, ,—f + 8k, 22 (2.7.19)
da ap dvy

div v

L lE o (v Jg [ v
hihsh (‘>+_____g__) 0
[ hyhy] 3B Kh,h; + a7 \ i ks (2.7.20)

curl v =  §, h,h,[ 9 <l> i)
Y /1 (“)) /fj
+ 6/1111;’:-1<‘ _9 (N
doe \hy) @ 1
a J /v,
+ 4 filts o L Pl
1h [ﬁ( T </12>J (Z.7:21)
\vEy: }Il}" hz[ (/ll 25) _i(/lw dF 0 (/I; ()F\.‘
/1"113 da d h|h_] dﬁ a'y lllllz é;)
' - {2.7.22)
We also showed earlier
5 l(l' 2 dl‘ 2 d 2 :
ds* = (—-) ol di
< “ ¥ (/I) + (/13) (2.7,23)
w) 'dy\
d = -(— -+ _l
/ ( i, < i) | (2.7.24)

la\ (dB\ [d \ _
Ir = (42) [4P) [ay )
o <hx > (/12> (/1} (2.7.23) -

Los resultados de la tabla (2.7.1) se aplican a las ecuaciones (2.7.19) hasta (2.7.25) y
se presentan en las tablas 2.7.2 a 2.7.4 para los tres sistemas de coordenadas.
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TABLE 2.7.2
7 7 Rectangular Coordinate System
(ds)* = (dx)? + (dy)* + (dz)? (1)
dfc = dydz (2)
dr = dxdyd: (3)
N aF dF aF
gri‘ld[‘=5|-5;+52-87+535; (4)
- & 3
dx dy 0z
/(Iv av av av A o av av :
W L T L R il L 6
Baily B dy dz W o dz ax) Nax ay (6)
)F 9F 9°F
v2F=df ,2+62 {(7)
ax~ dy z
TABLE 2.7.3
Cylindrical Coordinate System
(ds)® = @) + (rdg)’ + (dz)? (1)
df = rd¢ dz (2)
dr = rdrd¢ dz (3)
aF 1 aF aF
. _ 5 OF 1 ar or 4
grad F 5,ar+6¢ra¢+ 2y (4)
. 1 a(rv,) I avy  dv,
divv = - -4 S
A roor +r6¢>+az . )
1 av, av, av,  av,
curlv = 6,{:; 76~ 3 ]4- %[——6-2— & ar]
I d 1 dv,
o i B oncs i S 6
* 5z|:r ar trve) r 0¢J (6
I 9°F  9°F
FEF o ] 262-1-62 (7)
r ar\ or do dz
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TABLE 2.7.4
Spherical Coordinate System

% 1]

(ds)* = (dr)? + (rdo)® + (rsin0dg)?

(1)
df = r*sin0do de (2)
dr = r*sin 0drdb dp 3)
- aF I 6F 1 o9F
ad F = - el
grad orw ar & r df * 5"rsin0 d¢ .
. 1 4 l ad I v
divy = — —(r%,) + ~sm0v + — 5
rs Or( ) rsin d()( ) rsinf do ( ),
d dvg 1 v, L a(rvy)
oy mno{ao(s'"o“) - EJ *9 [rsan a6 r or
L a(rvg) 1 0w,
¥ "w[: T T TJJ (6)
E L a(,0F I 9 IF Y
ViIF = =P e ——— 9 (inp8F + —m— ;i
r ()r( ar) rsin g 30( 60) risin?6 9¢? )
}M—-«-_\
Ejemplo 18

Un vector fuerza F esta definido en coordenadas cilindricas por:

F=36, (ZC:—ZSQ)) + 8y (Se:; Q))

Evalue
V.F y VXF
Respuesta:
F = 2 cos® — (. 0)
T2
sen (2)
qu = Q)(r ®)
F,=0
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Si se aplica La ecuacion (5) en la tabla 2.7.3, se tiene que:

VF_l 9] ( F)+16F¢+6FZ_1 %] (2cos®>+1 0 <sen®)
T rar Y ro@ 9z ror\ r? roQ

1 4cos@ 1/cos® cos® cos@ cos @
V'F_;(_ r3 >+;( r3 )__ r* + r* 3 r4

Para evaluar el rotacional de F se aplicara la ecuacién (6) de la Tabla 2.7.3:

0
1 j 1 d 1 aF,
v X F= 5!{:19’,’[2 e {();f }4— 5:{-7—(,‘1:(#)—“'(:_:'
r z rar

/0z

5 [l d (sind) l_i)_<2 cos </)ﬂ
S rar\ r? rdg 4
2sin ¢ i 2sin ¢
0. - 3 s e s .
L r # r

&> |

i

<]
SR
~ | —

It
'0*1
~~

(==
~—

Il

(e

Ejemplo 20

Demuestre mediante la sustitucion que la funcion densidad_p = <% obedece La
ecuacioén de Laplace V?p = 0 en coordenadas esféricas.

Respuesta. Se puede aplicar la ecuacion (7) de la Tabla 2.7.4. Como p no es una
funcién de ¢ el ultimo término de VZp = 0 no necesita ser evaluado.

| 0[50 (cost boaf. .9 (cosaﬂ B
By iyt s 0 e +0=0
Wip = rziir[r 6r< r ﬂ ¥ rlsind E/()[l a0\ r?

cosf 9| ,f 2 1 9 [ _sin?o
) (—,;[r <_F>}+r§1n0 60[ ]
2cos /1

_T<71+r511(
_g_co_S_g~2005(1=0

oo r

(—2sin 6 cos )
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Valores promedio de las funciones

En esta seccidn se introduce el concepto de valor promedio de una funcion. Si el
término F es una funcion de la posicion y del tiempo ,

F=F(xy,zt), o, F=F (r,,z,t),0, F=F (r,©8,0,t) (2.8.1)

El valor promedio de F se definird como < F>. La ecuacion empleada para calcular < F>
sobre los intervalos de tiempo , una linea, una superficie o un volumen se define mas
abajo.

El valor promedio de F sobre un intervalo de tiempo t, <t < t, esta definido por:

t1 t1
J, Fat fto Fdt fto Fdt (2.82)
Tofgr T oty-t =
J, at ffo dt 1~to

(F)=

Ejemplo 21

La velocidad de una particula en un flujo turbulento durante El intervalo de tiempo 0<t <
3/2 esta dado por:
[v| =171+ 12sent

Determine La velocidad promedio de La particula durante ese intervalo.

Respuesta

Sea (|v|) el valor promedio de |v|. Entonces:

t 7 =k 3m
Jolvl J,2(171+12sent)dt [17.1t—12cost]? 171 (—) +1-2
— 20 _J0 _ 0 > _
(Iv]) = —F—dt = 3% = oy = o =17.355
Jo dt Jo? dt 7 >

El valor promedio de F sobre una linea curva s de longitud | es:

(Fy=J Fas _ L Fds 5 g4
Jg ds l

El valor medio de F sobre la superficie f con area A es:

[, Far _fj,

Fdf
- AT (2.8.4)

(F)

Finalmente, el promedio del valor de F en el volumen T esta dado por:
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_II, Fdr _[ff, Fdr
[, dr v

Generalmente el valor promedio de una funcion de F dependiente de § esta dado por:

(F) (2.8.5)

(F):f Fd§

Jas
Ejemplo 22

La velocidad de un fluido en un cilindro horizontal de radio R se representa en
coordenadas cilindricas por la ecuacion:

v=4,100 [1 - (%)2]; enm/s

Calcule la velocidad promedio del fluido que se mueve dentro del cilindro..
Respuesta.

Basandonos en el enunciado del problema

v =100 [1 - (%)2]

La velocidad v varia en el area seccional del cilindro f. Un elemento diferencial en esta
seccion transversal del area estara dado por:

df = (r)(dr)(d®)

Por definicion:

JIe vidf
(v) ==L
I, af
2 2
[, var LIy |199-100(%) |rardo  [[100r - 100 5] ar
(vZ) = = =T — 27_[ T[RZ
fff df fO fo rdrd®
2 _ 25T4]R
_, [507‘ R2 0 _, (SORZ_ZSRZ)_SOm
=21 _—y =21 p—p = .
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Ejemplo 23
Calcule la densidad promedio del fluido descrito en el ejemplo 2.6.5.
Respuesta. La densidad promedio esta definida por:

_ I, pdr
fif, de

dt = dxdydz

(p)

p =60+ 0.002xy + 0.001yz?

Asi que.

l 2
60+0.002xy+0.001yz?)dxdyd
(o) = 1 xly yz?)dxdydz _ 60'000667=60.000667 lb3
fﬂodxdydz 1 It

Note que este resultado podria haber sido obtenido a partir de la solucion del ejemplo
2.6.5.

Ejemplo 24

La temperatura T en una esferas sélida de radio a esta dada por T = 100 r2. Obtenga la
temperatura promedio de la esfera.

Respuesta

_ I, Tdr
N, dr

dt = r?sen 8drd6do

(T)

T =1007r?

Los limites de la integracién deben ser cuidadosamente escogidos para asegurar que
dT llene todo el elemento de volumen.

) f;:o f;lo fra=0(100r2)rzsen9drd9d® fozn f0n20a5sen9d9d(z)

2 3
fofo f;lo f:l:o r2 senfdrd6do 471%
21
40a>d 5
Ty = J; a’d® _ 80ma _ 60a
a3 a3
471'? 47'[?
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2.9. Tensores

Un tensor de rango dos esta definido como un tensor y esta representado en un
sistema dado de coordenadas por n? componentes escalares, en donde n es el nimero
de coordenadas en el sistema. Cada componente escalar se caracteriza por dos
subindices , i, j, cada uno de los cuales puede asumir el valor 1,2,...,n. por lo tanto, un
tensor tiene nueve componentes en un sistema de tres coordenadas. El tensor T esta

representado por:

T11 T2 T13

T =(T21 T22 T23]| (29.1)
T31 T32 733

Hablando con propiedad El signo de igualdad de la ecuacion (2.9.1) no es valido. Esta

y las otras ecuaciones de tensores que se emplearan debe leerse como que T es

descrito por los siguientes componentes escalares. Ademas , debe notarse que la
ecuacion (2.9.1) no es un determinante. La ecuacién (2.9.1) se reduce a la ecuacion

(2.9.2) en coordenadas rectangulares.

Txx  Txy Txz
T =(Tvx Tyy Tyz|(29.2)
Tzx Tzy Tzz

Consideremos por ejemplo , una cantidad A que mide el cambio de la velocidad con la
posicién en coordenadas rectangulares. El vector velocidad se definié previamente

como.

vV = 8,0y + 6,0y + 637,

El cambio en la velocidad con respecto a la posicion esta dado por las derivadas de los
componentes vx, Vy , Vz con respecto a las variables de posicion , x, y, z.

dv,
dx

dv, changein v,
dy with x, y, and z

dv

dx
dL change in v,

dy with x, y, and z
dv,

dz

dv.
dx
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La cantidad A ES un tensor, y esta representada en términos de sus nueve componentes
escales en la ecuacioén (2.9.3).

dv, dvy dv,
dx  dx  dx
dv, dvy dv,
dy dy ay
dv, dvy dv,
dz dz dz.

(2.9.3)

El producto del vector v por el vector w es también un tensor. Este tensor se representa
sin ningun signo de multiplicacion entre los vectores

VW

Los componentes de este tensor en coordenadas rectangulares estan dados por:

UWy VW, VW,
vw=| UyWyx  UyWy  UyW, (2.9.4)

VWy  UpWy VW,

Los teoremas de Stokes y de Gauss que se revisaron em la seccion 2.6 involucran
operaciones vectoriales. El teorema de Gauss (Ecuacién 2.6.23) puede extenderse a
las operaciones escalares y tensoriales.

#(bdf = fff Vodr  (2.9.5)
f T

ﬂif vw.df = [[[ (V.ow)dr (2.9.6)

5}95A. df = fﬂ(v.A) dr (2.9.7)

Por definicién el producto punto de un tensor y un vector (ecuaciones (2.9.6 ) y (2.9.7)
son un vector.
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Transferencia de momento

El momento de un sistema esta definido como:

Momento = masa x velocidad

Las unidades del momento seran por lo tanto kgm/s o Ib ft /sec..

La velocidad de transferencia de momento es:

Velocidad de transferencia de momento = momento /s . Y las unidades seran:
Velocidad de transferencia de momento = kg m/s? o Ib ft/sec?

La constante llamada gc es igual a :

N kgm
gc=9.81—==9.81—
kg s?kg
En el sistema inglés
b ft
gc = 32.2 fﬁ
sec?lb

Asi que dividiendo entre gc obtendremos:

kgm
2—=kg ,tambiénib (3.2.1)
s2kg

Velocidad del momento =

Se puede concluir a partir del analisis efectuado que la fuerza es equivalente a la
velocidad o rapidez con que se transfiere el momento.
Ley de la viscosidad de Newton

Consideremos un fluido que esté confinado entre dos placas horizontales e infinitas
separadas por una distancia h . El flujo es a régimen permanente y solamente en la
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direccion y. parte del sistema es el presentado en la figura 3.2.1.

Se aplica sobre este sistema una fuerza F , la cual se ejerce sobre la placa superior a z
=h para mantenerla en movimiento con una velocidad vy = Vh . Si el fluido tiene un
densidad constante y el flujo es isotérmico y laminar, se obtendra un gradiente lineal de
velocidad en la representacion bidimensional de la figura 3.2.2.Se ha demostrado
experimentalmente que se requiere aplicar una fuerza por unidad de area F/A para
mantener la placa superior en movimiento con la velocidad Vh.

F W
_o(_
A h

En una forma mas general se puede escribir:

F Avy 322
— X —= 2.
A Az ( )

La diferencia A puede sustituirse aplicando la ecuacion (3.2.2) a un ancho diferencial
dz:
F dv,

- X — 3.2.3
A x dz ( )

Si se sustituye el signo de proporcionalidad « por una constante - u la ecuaciéon
guedaria como:

F dv.

A dz
El término u ha sido definido como el coeficiente de la viscosidad , o simplemente la
viscosidad del fluido. El término F/A es el esfuerzo cortante , ya que F se ejerce
paralelamente a la direccion del movimiento. Esta fuerza aplicada por unidad de area
se designa como t,,,.

v

H (3.24)

Tyy =
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Un fluido cuyo esfuerzo cortante es descrito por la ecuacion (3.2.4) se define como
fluido newtoniano.

La fuerza aplicada a z=h da como resultado una velocidad Vn a z=h. El fluido en ese
punto posee momento debido a esa velocidad. Al decrecer z decrece el momento del
fluido ya que la velocidad disminuye. Se ha mostrado que la fuerza aplicada a un fluido
es equivalente al momento que recibe, parte de ese momento se transfiere a una
rapidez especifica hacia la capa de fluido que esta debajo de él. Este momento
mantiene la velocidad del fluido en ese punto y es en entonces transportado al fluido
mas lento que esta debajo de €l y asi sucesivamente. Esta transferencia de momento
se lleva a cabo en la direccion z . Podemos entonces decir que al aplicar una fuerza en
la direccion positiva y produce una transferencia de momento en la direccion z, por eso
se coloca el primer subindice en 7,, como recordatorio de este hecho. El subindice y
indica la direccién del movimiento. El signo negativo en la ecuacion (3.2.4) indica que el
momento se transfiere en la direccion z negativa debido a un gradiente positivo de
velocidad. Este mecanismo de transferencia de momento es conocido como difusion
molecular. El andlisis anterior se ha presentado para un sistema simple, por lo general,
un fluido en movimiento posee tres componentes de velocidad con tres gradientes
correspondientes de velocidad en un sistema de coordenadas. En este caso se
obtienen 9 términos de esfuerzo cortante en cada punto descrito por coordenadas
rectangulares. Estos nueve escalares se pueden representar mediante un tensor del
esfuerzo cortante.

Tx,x Tx,y Tx,z

Tij = <Ty,x Tyy Ty,z) (3.2.5)
Tz,x Tz,y Tz,z

La fuerza por unidad de area T es equivalente a la velocidad a la que se transfiere el

momento por unidad de area, por lo tanto, el tensor del esfuerzo cortante T y sus

componentes estan definidos también como un flux de momento.

Si vamos de nuevo al componente 7,, del esfuerzo cortante y dividimos la ecuacion

(3.2.4) por gc entonces obtenemos:
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u dvy,

=—-——— (3.26
sz gC dZ ( )
Si z,, tiene las unidades de % o de ,% , la viscosidad u tendra las unidades de % 0
b
ftsec’

Un término que se empleara muy frecuentemente es el de la viscosidad cinematica v la
gue esta definida como el cociente de la viscosidad a la densidad del fluido.

2 2
Las unidades de v son mT ot

sec”

Todos los componentes del tensor de esfuerzo cortante T para un fluido newtoniano
puede ser expresados en términos de la viscosidad del fluido y del gradiente de
velocidades, esto se presenta , aungue no se deriva, en la tabla 3.2.1 para las
coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas. Las ecuaciones son aplicable a
todos los fluidos no newtonianos si : el sistema es isotérmico, el flujo es laminar, el

TABLE 3.2.1
Shear-Stress Components

Component Rectangular Cylindrical Spherical
Coordinates Coordinates Coordinates
3 I3 av av P Ver | - -
LAl kT === [2(_2)] T = L [2<d_‘,)] Teor = - [’7<‘&)
! & | \ox g L N\or gc L \dr/ ]
- ) [a‘x 2 &} e & ,L[ 4 Jra. ] (ﬁz\] . _L[, 2 (). L)
gc Loy ax 8¢ r\r r \d¢/ & ar \r/ r \ob
i av, av 3 , v, d p
. b i B [_ " ,__x.] e il [9_ i J_J s s [oloal Oy, o B ‘_<:>
g Lox az gc Lar 9z 8e Lrsind\ad | ar \r
g0y av a 1 /
o5 - _-[a_'+__)J N— [,_(‘1)4 _(ﬂﬂ S 5 e [,i(_v\) L (o
e y ax g dr \r r \d¢ 8e ar \r/ r \aéb/
i " v, m 1 av, [ n 1 av ¥
7 Ty = —— [2(*)] Tge = —— |2 |— <=+ ———) o i [P e g B
,‘ g | \oy s g ' \ras " 7] i =
! u [av av. av I fav, i 7 , ava\]
723 D = = [‘y + "-;] Toz = i ['_é i _(;\] Toe = — = L L + —lh—\/:ﬁ‘
\ e L9z ay gc |92 r \d¢) ge L r a0 \sind rsiné\a¢/
po|adv dv av, 2
- Feels = 1T _,] 3 [g+ _] s s _*_,._(f“_r‘J+ P 3 (v
: gc Lox dz c Lor dz gc Lrsin0\d¢/ ar \r
: no fav av av I fo : [si 7 J G
- ) [_y 4 _:} .. [4 " _(_L)] v LR o Y )
. 8 Loz ay gc Loz r\d¢/ ge L r a6\sing rsin é\i¢
m av, " av, 1 av, v g COLO
733 Tz == [2(—-—)] Ty = —— [2(—-')] Tge = =i D (e ol - I—I’—L—U—)
8e dz = gc dz 44 ge rsiné i¢ Tt T

fluido tiene una densidad constante.
Ejemplo 3.2.1
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Un fluido de viscosidad u fluye en la direccidn y entre dos placas horizontales paralelas
e infinitas. El perfil de velocidades del fluido esta dado por:

v, =V (% - zz) en donde V' y h son constantes.

Calcule el esfuerzo cortante en la superficie Z =0 en términos de p, V, h.
Respuesta

Este problema se resuelve usando coordenadas rectangulares. Se debe hacer notar
gue Vx Y Vz son iguales a cero y que vy es solo funcién de z. A partir de la tabla 3.2.1.

. u (a&JravZ): p dvy,

T Tge\az Tay) T Tgcaz

Ya que v, solo depende de z.

Z

_ s 2
vy—V(h z)
dv, V
P
dv u

y
—u—2=2uv7 — 2
Kaz =H h

El esfuerzo cortante en la superficie z=0 es:

4

o = Lo
Tzy lz=0 — ﬁ[zv(o) _E] = _ﬂﬁ

Fluidos no newtonianos

Los fluidos que no obedecen la ecuacion de la viscosidad de Newton son llamados
fluidos no- newtonianos y existen varios tipos de estos. La ecuacion del esfuerzo
cortante equivalente a la ecuacién (3.2.6) para los fluidos no newtonianos mas
comunes esta dad por la ecuacion de la ley de las potencias.

K [(dv,\"
—_ [y
Ty = gc<dz> (3.2.7)

El parametro K es el nimero de consistencia y puede en casos especiales ser igual a
M. El exponente n es el indice de comportamiento del fluido y es un niumero real que
generalmente tiene un valor diferente a la unidad. La ecuacion 3.2.7 puede ser escrita
en términos de la viscosidad aparente pa para los fluidos no newtonianos.
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Ha Tzy

dvy

0 ta=K(2 )n_1 (3.2.8)

Para evitar el problema que se suscita cuando el gradiente de velocidades es negativo ,
la ecuacion 3.2.7 se puede reescribir como:

n-1
oo = Kdvy fdvy (3.2.9)
zy gc dx \ dz

Una curva tipica que muestra el comportamiento de un fluido no newtoniano es la que
se presenta en la figura 3.2.3. Debido a la naturaleza exponencial del esfuerzo
cortante en este tipo de fluidos no newtonianos , se puede obtener una linea recta en
una gréfica log- log.

K [(dv,\"
- [y
Ty = gc<d2> (3.2.7)

K dv,
logt,, = —log (E> + nlog Ay

Se puede ver que un fluido newtoniano dara una pendiente de 1 en coordenadas log-
log, mientras que la pendiente de un fluido no newtoniano diferir4 de la unidad.
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Newtonian

Shear Stress, Ty
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hear Rate, 7

Fie. 3.2.3

Ecuacién de continuidad
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La ecuacion de la continuidad describe la variacion de la densidad con la posicién y el
tiempo en un fluido estacionario 0 en movimiento. La ecuacion de la continuidad se
desarrolla aplicando la ley de la conservacion de la masa a un elemento fijo de volumen
para un fluido que tiene un solo componente y una sola fase. Consideremos por
ejemplo, un elemento finito de volumen T con superficie f (véase la figura 3.3.1) a
través de la cual un fluido que tiene un solo componente y una sola fase se mueve. El
vector

76 Momentum Transfer

.
//

Fig. 3.3.1.

velocidad v y la densidad del fluido p estan definidos en cada punto del sistema incluida
la superficie . La ley de la conservacion de la masa para este volumen sera:
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masa \_( masa )

{Masa entrante} — {masa saliente} + {generada acumulada

Esta ecuacion puede también escribirse en términos de un flujo.

velocidad
ala que se
genera la masa
en el sistema

ala que entra ala que sale

velocidad } { velocidad
la masa en el sistema la masa en el sistema

velocidad

_ ala que se (3.3.1)
acumula masa

en el sistema

Procederemos ahora a evaluar los términos de la ecuacion (3.3.1)
Los términos de velocidad entrante y velocidad saliente representan el flujo neto de
masa en el sistema. El flujo de masa que escapa por una diferencial de area df esta
dado por:
v.df (3.3.2)
El vector velocidad en ese punto es v y df es la diferencial positiva del area vector
perpendicular a la superficie y dirigido hacia afuera del volumen. Las unidades de la
ecuacion (3.3.2) son m3/s si v estda dada enm /sy fen m2 Sise multiplica la ecuacion
anterior por la densidad del fluido p en kg /m? se obtiene:

pv.df (3.3.3)
gue tiene las unidades de kg /s. Ese término representa la masa que fluye o flujo
masico saliente de df. Si se integra la ecuacion (3.3.3) sobre toda la superficie se
obtendra el flujo neto saliente del sistema.

+#pv.df

f

El flujo neto que entra al sistema estara dado por :

= # pv.df (3.3.4)
f

El término de generacién de la masa en el volumen T se produce si hay una reaccién
guimica o nuclear. Si no hay reaccion el término vale cero.
El término de la masa acumulada mide los cambios dentro del sistema. Si dT (m3) es
un elemento diferencial del volumen T entonces:

pd[ representa los kilogramos contenido en dT. Ella velocidad de cambio de
cualquier cantidad con respecto al tiempo en un punto dado del espacio esta dada por:
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La rapidez del cambio de la masa en dT es entonces:

d(pdr) 0dp
> =541 (335)

La rapidez del cambio de la masa en T se obtiene integrando la ecuacion (3.3.5) a

través de todo el volumen.
dp
([2a @se
T

El termino anterior es positivo si la masa se acumula y negativo si desaparece la masa
en el sistema.
Sustituyendo las ecuaciones (3.3.4) y (3.3.6) en la ecuacién (3.3.1) da:

—#pv.df =fff%dr (3.3.7)
f T

Esta ecuacion no es dimensionalmente consistente. El lado izquierdo de la ecuacion
se puede convertir en una integral de volumen aplicando el teorema de Gauss.

—#pv.df=fff(v.pv)dr
f T

Entonces la ecuacion (3.3.7) se convierte en:

[[@.omrars [[[ 2ar =0 @39

Se puede demostrar que la suma de los integrandos de los términos de la ecuacion
(3.3.8) son cero si p, vy sus derivadas son continuos en T.

3—‘; +(V.pv)=0 (3.3.9)

Esta es una de las formas de la ecuacion de la continuidad y mide la rapidez de cambio
de la densidad con respecto al tiempo en un punto fijo del sistema. La ecuacion anterior
puede ser escrita en una forma distinta ya que:

(V.pv)=v.Vp+ pV.v (3.3.10)
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Sustituyendo la ecuacion (3.3.10) en la ecuacion (3.3.9) nos da:

)
6—’2 +v.Vp+p(V.v) =0 (3.3.11)

La derivada de Stokes se define como:

D a a
E—aﬁ'vxaﬁ-vy

9,0
oy %0z

Que también se puede representar por:

PL_J4vy
a—a V.

La ecuacion (3.3.11) puede entonces reescribirse como:
ll’)—’t’+p(v. v)=0 (3.3.12)

Esta es una segunda forma de presentar la ecuacion de la continuidad la que mide la
rapidez de cambio de la densidad en un fluido no estacionario moviéndose con un
velocidad v. Ambas ecuaciones (3.3.9) y (3.3.12) se reducen a :

V.v=0 (33.13)

para un sistema en el cual la densidad del fluido es constante.
Por conveniencia desde ahora consideraremos densidad constante como
incompresibilidad. Un fluido incompresible es aquel que:

d
»_,
dp
La ecuacion de la continuidad ha sido desarrollada en forma vectorial es por lo tanto,
independiente de las coordenadas empleadas. Se puede expandir la ecuacién vectorial
(3.3.9) y (3.3.13) en coordenadas rectangulares, cilindricas y esféricas. Los resultados

se presentan en las tablas (3.3.1) y (3.3.2).
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TABLE 3.3.1
Equation of Continuity for Compressible Fluids: Eq.(3.3.9)

L& (Tepd = G
! it

Rectangular coordinates (xsp2):

dp 8 ) a o
=+ —(pv) + — (o) + = (pv;) = Q- (1)
at ax 0y = ldZe

Cylindrical coordinates (#¢.2)

ap 1 d . 1 a d ¥
ot —erv,) + - —(pvy) + —(pv,) = 0 2
! p .rar(p , ra¢(p¢) az(p ) (2)
S$pherical coordinates (r,0,4):
dp 1 g 1 d . 1 i)
. —+ — j—(przv,) T —(pvpsin ) + — —(pvy)= 0 (3)
; dr re dr rsimé af rsind d¢

TABLE 3.3.2
Equation of Continuity for [ncompressible Fluids: Eq. (3.3.i3)

(V%) = 0

Rectangular coordinaies (e

av, av, av,
‘_l + “’ + == = 0 (1)
dayx dy az-

Cylindrical coordinates (r,¢,2):

Spherical coordinates (r.0.¢):

/,
1 g l ) . 1 /1%
e ij—(rzv,) + - -(——(v_n sind) ~—,——~((—‘i’\ =0 (3)
re ar rsind g0 rsin O\og
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Ejemplo 3.3.1
La velocidad de un fluido incompresible en un sistema a régimen permanente esta
dirigida a lo largo del eje y en coordenadas rectangulares. Demuestre que la velocidad
no es funcién dey.
Respuesta.
Para un fluido incompresible
Vv=20
A partir de La ecuacion (1) de La Tabla 3.3.2

v,  0v, 0v,
ox dy 0z

Se puede concluir a partir del enunciado del problema que:
vx=0 ,v:=0 por lo tanto:

dv,
a=0 ya que v, =0
av,
E=O ya quev, =0

Entonces resulta que:

avy B
dy B

. . . vy, .
Si vy es una funcion de y entonces 5, o puede ser igual a cero. Se concluye que la

velocidad no es una funcion de y.

Ejemplo 3.3.2
El perfil de velocidad de un fluido esta dado por:

v =x%28; — 1228, — xz%683
¢ Es el fluido incompresible?

Respuesta

A partir de La ecuacion (1) de la tabla 3.3.2

‘% %+% (1) deberia ser cero si El fluido fuera incompresible.. A partir de los
datos:

Vx=x?z ; w=-12z .= -xz? y ademas:



—Z_-_2
97 XZ

Sustituyendo estos resultados en la ecuacion (1) se obtiene:

ov, 0dv, 0v,
o + 3y + 57 =2xz—2xz=0

Por lo tanto el fluido es incompresible.

Ecuacion de la transferencia de momento

Vamos a derivar la ecuaciéon de la transferencia de momento , también llamada la
ecuacion de movimiento en forma vectorial. Esta ecuacion diferencial describe la
distribucion de la velocidad y la presion en un fluido en movimiento y se deriva, a partir
de la definicibn de momento y aplicando un balance de fuerzas y la segunda ley de
Newton a un elemento finito de volumen.

Consideremos un elemento finito de volumen T con una superficie f tal como el de la
figura 3.3.1 a través
de la cual se mueve
un fluido.
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Este elemento de volumen esta fijo en el espacio. En cada punto del elemento ,
incluyendo en la superficie existe una velocidad , densidad , presion y esfuerzo
cortante. Aplicando la ley de la conservacion del momento a ese volumen da:

Rapidez de Rapidez de Rapidez de (Rapidez de
trada d lida d entrada de salida de Fuerzas
entrada " € sataa te momento momento externas
Tgog.l;n ° Z;OIT;TI ° +1{ debidaa }—{ debidaa } + <ejercidas sobre }; =
la cgn;ecécczén la coeml;ecclccilén la difusion ladifusion el fluido.
0 J k ) ) molecular. molecular. (5)
3) N C) .
Rapidez de
acumulacion de (3.4.1)
momento.
(6)

La ecuaciéon anterior enumera la rapidez de momento y las fuerzas que actian sobre
un fluido en movimiento en el volumen T y en el tiempo t. Cada uno de los término  se
expresara en forma de kg fuerza para que la ecuacién sea dimensionalmente
consistente..

Los términos (1) y (2) indican el flujo neto de momento entrante al sistema por
conveccioén. Esto puede representarse por:

-p v.df (3.3.3) que representa el flujo neto de masa saliente del sistema en df. El
momento de un fluido en movimiento se define como el producto de la velocidad por la
masa . La rapidez de momento esta dada por el producto de la velocidad por el flujo
masico., por lo tanto :

-v(pv.df) o simplemente - pvv.df (3.4.2) Es la rapidez de momento entrante al
sistema en df. El lado izquierdo de este producto punto es un tensor, aunque La
ecuacion (3.4.2) esta en forma vectorial. Si se integra (3.4.2) sobre toda la superficie f
se obtiene el flujo neto de momento que fluye en el sistema.

— # pvv.df (3.4.3)
f

Si dividimos entre gc se puede convertir esto en kg fuerza.

1
— E# pvv.df (3.4.3)
f
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Los términos ( 3 )y (4) representan La difusion molecular de momento. Este mecanismo
se debe a la presencia de gradientes de velocidades en la superficie del elemento de
volumen y a que el fluido tiene viscosidad. Este mecanismo se describe en términos del
esfuerzo cortante y se representa mediante un tensor. Si T en % Es el tensor del

esfuerzo cortante que describe las fuerzas viscosas en el sistema entonces:
—t.df

Es la fuerza que actia sobre el sistema en df debido a = . Esta fuerza es equivalente a
un término de rapidez de momento. El signo negativo se debe al flujo que entra al
sistema. Si se integra el término a lo largo de toda la superficie se obtiene la fuerza
neta que actia sobre el elemento debida a la difusion molecular.

- .# t.df  (345)
f

El término (5) se debe a las fuerzas externas que se ejercen sobre el fluido, pueden
haber dos tipos de estas fuerzas, unas de ellas son las de superficie y las otras las
volumétricas.
a) Las fuerzas superficiales estan siempre presentes debidas a la presion externa
ejercida sobre la superficie del volumen. Esta presién es una cantidad escalar.
La fuerza que es un vector se ejerce sobre una diferencial de superficie df.
-p df
Y la fuerza total ejercida sobre la superficie es:

- # pdf (3.4.6)
f

En donde el signo negativo indica que la fuerza ejercida sobre el fluido es
directamente opuesta a f.

b) Fuerza volumétricas. También sobre el fluido se ejerce fuerzas volumétricas. Si

F es la fuerza ejercida por unidad de masa , p F es la fuerza por
unidad de volumen . La fuerza volumétrica que actia sobre una diferencial del
volumen dT esta dada por:

p FdT (3.4.7)

Siintegramos (3.4./) sobre el volumen total se obtiene la fuerza del cuerpo.

[[orec a0

El término (6) mide la rapidez de acumulacién del momento en el volumen debido a los
términos (1),(2),(3),(4),y (5).Si el producto de la masa por la velocidad es el momento
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del fluido, el producto de la densidad por la velocidad es el momento por unidad de

volumen. Por lo tanto el momento contenido en una diferencial de volumen dT es:
pvd] (3.4.9)

la rapidez con la que se acumula el momento en dT es la derivada de la

ecuacion(3.4.9) con respecto al tiempo en un punto dado del sistema en el cual se

localiza dT.

0
T (pv)dr (3.4.10)

Si se divide la ecuacion (3.4.10) entre gc y se integra se obtiene la rapidez total de
acumulacion de masa en el volumen T.

ﬂfa(p) T (3.4.11)

Sustituyendo los términos obtenidos (3.4.4),(3.4.5),(3.4.6),(3.4.8) y (3.4.11) en la
ecuacion (3.4.1) da:

_%#pvv'df_#T-df—#Pdf+ffprdr— ﬂfa(pv)d (3.4.12)
f f f T

La ecuacién anterior no es geométricamente consistente. Las tres integrales de
superficie se pueden convertir en integrales de volumen aplicando el teorema de
Gauss.

%# pvv.df = %ﬂ‘ (V.pvv) dr
7 T
#‘t.df= fff(v-f)dT
fi T

gf;ﬁf pdf = [f[. VpdrLa ecuacion (3.4.12) se convierte en:

“gellJ@ovac= [[f o0 ac [ spar [[forac = [[[ =52 ar

Debe hacerse notar que T es el elemento de volumen y T es el vector del esfuerzo cortante.
La ecuacién anterior se puede poner en forma diferencial si las funciones son continuas
a través de todo el volumen

1 9(pv)
ot

—g—(v pvv) — (V.7) — (Vp) + pF = 7 (3.4.14)
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Esta es una de las formas en que puede presentarse la ecuacion de transferencia de
momento. La ecuacion (3.4.14) es una ecuacion vectorial, a pesar de la presencia de
tensores, y cada uno de los términos tiene las unidades de kg fuerza por unidad de
volumen de fluido. El lado derecho de la ecuacion representa la rapidez de
acumulacion de momento que un observador mediria en un punto fijo del sistema. Este

L . . ov . . .
término también puede escribirse como:ia si el fluido tiene la densidad constante.

L. ov . . . . . .
El término 5t mide la rapidez de cambio de la velocidad en un punto fijo en el espacio.

La ecuacion (3.4.14) puede ser reescrita en otra forma diferente. Se puede demostrar
que:
1d(pv) 1 p 0v

P
— (V. =——+— .V 3.4.15
gc 0t + gc( pvv) gc ot + gc w.V)v ( )

El lado derecho de La ecuacién (3.4.15) puede también ponerse en forma de la
derivadas de Stokes.
p 0v _p Dv

——+£(v.V)v =

— 4.1
gcot gc gc Dt (3.4.16)
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Entonces la ecuacion (3.4.14) se convierte en :—=V.t — Vp + pF = ﬁg—: +

i(v. V)v (3.4.0 también:—V.7 — Vp + pF = ﬁ % (3.4.18) El lado derecho de La

ecuacion de movimiento en la ecuacion (3.4.1() representa la rapidez del cambio de la
velocidad con el tiempo que mediria un observador que se moviera a la misma
velocidad que el fluido.la ecuacién vectorial (3.4.17) se puede expandir a coordenadas

AraAw mmass tmmap eme —o—o - -oo -

TABLE 3.4.1
The Equation of Motion; Eq.(3.4.17)

_-“_%,v. s —l—)—(v~V)v = -Vp - (V-7) + pF

8c 0l &

Expansion in Rectangular Coordinates

x-component;

p fove . v v, 6vx)

LI X Ly 2y, —= 4V,
g \dt ¥ ox Y ay dz

@(9___.__\5 ("

y-component:

e v av, av,
.E.Qi+vx?_l+v—i-+v )\
g.\d¢ dx

A\
\

. a1 .. dT vy (')T;~ ~ N
) _g!i [0y + ey YL o2&, (2)
ax ay 9z

z-component:

v, fv, av, v, \
_p-' ('7": + Vi - + Vy — Vg “—") e o e AR A S A
8e \~ : -

rectangulares, cilindricas y esféricas y los resultados se presentan en las tablas 3.4.1,
3.42y3.43.
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TABLE. 3.4.2
“he Equation of Motion; Eq. 3.4.17)

p IV P
—_—— ——kﬂ,- s}y =
g, 0! 2

¢

Tw = =Vp = (V1) + oF

Expansionin C

@ i 4
. dy .2
av, vy v

ap 1 J
“ar T\ra T
¢-component:
p [3vy o i vy Ve OVy v,V
g, \ 9t e r d¢ ’

g [ov, av, vy
—_— + V,—  —— = — ks
( r d¢ r dz

Cylindrical Coordinaies

(1)

(2)

a r o¢ “\r*oar
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ap [1 9 1 07y. O7T.:
o wik o f = rT) + = = 2]+ T 3
daz 7 (')l'( 2 roa¢ dg # 3)
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sTA N ssdnaabLAGLE L L GILDICE

T‘\Bi.u J "-' J

The Equation of Motion; Eq.(3.4.17)

p av

T + ‘-(\ VW = -Vp (V1) + pF

Expansion in Spherical Coordinaies

r-component;

pdv' dv 2 492 7
( e, B Y B v oy, o___¢>_d_

ge \ Ot "or "y 98 T rsin 0;? - ér
I 9 1 g
wlf 2 _.._(r27-’r + l ()l, Tg[,l + T
<r2 ar ) ra.nﬁad(T'osm W% rs.nH?&fn - r -
+oF, (1)

6-com ponent:

£ (_(‘T"_o + v,iﬁ .. ) dve Ve vy Vrvy _ vé cot f l ép
g \ ot dr " r 30 " rsind a¢ T PR By
1 9 , 1 9 I \
A 074 T,y cOtO
(rz ar( - rsmodﬂ(wosm o) + rsind g¢ | 5 7’¢as)
+ pffo (2)
¢-component:
: (a% Vo Vo dvy vy av |
Nt =2 2 Vs VeV, | VeV I 9
g\ ot ar r ao rsinfd g¢ * r d P cotd | = - rsinoﬁ
1 d I 9r 1 9
=[5 = (rPr,;y) + = 210 Tos . Tr  2c0t0
(’2 ar T 90 T rsing 9 T ¢ T —,_"'TM)
+0Fs ()

La ecuacién de movimiento puede escribirse todavia en otra forma. Si el fluido es
newtoniano los componentes del tensor del esfuerzo cortante pueden reemplazarse por
la ley de Newton de la viscosidad. Ademas, si se supone que la viscosidad y la
densidad son constantes después de algunos desarrollos y manipulaciones con la
ecuacion (3.4.17) se obtiene:

p ov

U P
V2 Vv F="""42(pv 3.4.19
gc v pTp gcot gc w.vv - ( )
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La unica fuerza significativa que se ejerce sobre el cuerpo es la de la gravedad. La

TABLE 3.4.5
I'he Equation of Moti m, Eq.(3.4.20)

FOA N )
. AP M )
| (v ,.,/ )V \v"',} } \/ ‘v 4 p

e e 01 g, 1," 4
- - — — - . el

'

Expansion in Lyx“ vdricd xl Lo\,rmndlu

r-component:

o [av v i € v ;
L -_._'+v,‘__f_+v¢")_"_'_"_¢~;_ p L) _ _9p
g\ dt ar dop .r S dz or
#ojafl I g%y 2 dv 92y
+ l’_,-<_...._._{rvl> +_ —_ — r__ __(__2 ' i._‘ﬁi +p.£2 (l)
& 19r\r 0 R r? d¢ dz* g
@-cemponent:
v ] ’ y ) v
L Ze ) )P, VeV vy B\ 1 3p
g\ dt ar r do r *dz rd¢

r[a \ 1 g%y 2 av, @ ;

LA A ® dJd=y g .
L6r< !r\¢}) 4 rfif}_’— + '—2"—4 + -.o] + pé‘? (2)
z-Comiponent:

av, av, Vg OV, av\ d
Vs o m B g V) 0D
(dz “or g0 T CE) 0z

u |l a VA 1 a% a% r
G LILBGED, | Bt ohl g
g [r ar < dr) rt gt 9zt | pg . S

¢

fuerza externa F se puede reemplazar por la fuerza debida a la gravedad g/gc. El
vector g esta definido como el vector de la aceleracion de la gravedad y tiene una
magnitud a la aceleracién de la gravedad y esta dirigido hacia el centro de la Tierra. F
y g /gc tienen las unidades de kgfuerza/kg. Utilizando estas definiciones y sustituyendo
en la ecuacién (3 4.19) se obtiene:
) g p O0v _p Dv

— ZF=——ot— — — (342

gc Vv Vp-{_pgc gcat ( Vv ~gc Dt (3.4:20)
La ecuacion (3.4.20) es la llamada ecuacion de Navier —Stokes.
La ecuacibn de Navier-Stokes se puede poner expandida en coordenadas

rectangulares, cilindricas y esféricas. Los resultados de esas operaciones aparecen en
las tablas 3.4.4 ,3.4.4 y 3.4.5.
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TABLF 3.4.4
The Lguation of Motion; Eq. (3.4.20)
p oy
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N.B.: In the above equations,

; , 1 a/f,8 16 (. ,8 b 8?
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simplificaciones a la ecuacion (3.4.20) , lo que genera varias aplicaciones interesantes:
La ecuacion de Euler

La ecuacion de Euler se basa en la suposicion de que V. = 0. Con ello la ecuacion de
Navier-Stokes se reduce a:

_ 9 _pw
Vp+pio=Lt ol LWV (3421

La ecuacion de Euler puede aplicarse a fluidos con viscosidad igual a cero.

La ecuacion de Bernoulli

Algunos vectores pueden representarse mediante el gradiente de una cantidad escalar,
el vector g/gc es un ejemplo. Se puede demostrar que:

= = —V( Z) 3.4.22
p2 P p— (3.4.22)
En donde:

=gl

Z= coordenada de posicion vertical. Con esto la ecuacion (3.4.21) se convierte en:

-V (p + piz) —Lw.P (v.V)v

Se mostro en el problema 2.11 que:

1
(w.V)v = Egradiente v? — v X rotacional v

Asi que:

v
—Vp + pi PP g ﬁv X rotacional v

Si se rearregla esta ecuacion se obtiene:

P(p+pLs s 22) = £(% y xrotactonatv)
p pch ch gc 3¢ U XT0 acional v

Si el flujo es irrotacional.

Rotacional v =0
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A régimen permanente:

61]_0
at

Entonces la ecuacion anterior se reduce a :
g . pv
—Vip+tp—z+—|== (3.4.23)
gc 2gc

A partir de la ecuacion (3.4.23) se puede concluir que:

+ g +pv2 = tant 3.4.24
p pch 290 = constante  (3.4.24)

Esta es una de las formas de la ecuacion de Bernoulli , la que es aplicable si:
1.- El fluido es inviscible (u=0).

2.-El flujo es irrotacional.

3.- El sistema esta en régimen continuo.

Movimiento irrotacional

Una aplicacion interesante es el flujo irrotacional de los fluidos incompresibles. Se
mostro en el ejemplo 2.5.5 que el curl grad ¢ es siempre cero.<si el flujo es
irrotacional, curl v =0 . Si esto acontece el vector v puede representarse por el
gradiente de una cantidad escalar, digamos ¢. Por lo tanto:

v=Vp (3.4.25)

Para un fluido incompresible,

V.v=0 (3.3.13)
Sustituyendo la ecuacion (3.4.25) en la ecuacion (3.3.13) nos da:

V.V =0

VZp=0 (3.4.26)
Que es la ecuacion de Laplace o ecuacion del potencial del flujo.
Hidroestatica

El vector velocidad, sus componentes y derivadas , es siempre cero en estas
aplicaciones. La ecuacion (3.4.20) se reduce a:
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-Vp+p—=0

O en forma de sus componentes:

_a_p — . a_p_o . dp g

ax 7 ay ' oz gc
Notese que g es directamente opuesta a la direccion positiva de las z.

Ya que p sOlo es funcién de z se puede escribir:

dp _ g
dz 'Dgc y

p=-—p iz + constante (3.4.27)

Esta es la ecuacion que describe la presion hidrostatica en un sistema.

Sip=pn a z=hlaecuacion (3.4.27) se convierte en:
pP—Pn= pL(h-2) (3.4.28)
gc

Presiéon dindmica

Por lo general es necesario observar los cambios de la presion que sufre un fluido por
el sélo hecho de moverse. El término p* se define por:

- 9
p*x=p+ Py (3.4.29)
La presién hidrostatica esta dada por:

P*=Dp—Dn

El término p* es por lo tanto , la diferencia entre la presion de la ecuacién de estado p y
la presion hidrostatica pn. Para un fluido estacionario, p es simplemente pn y por lo
tanto:

(Pv=0 =10

Para un fluido en movimiento la presion de la ecuacion de stado p tiene otro valor
distinto al de pn. Por lo tanto p* puede ser visto como la presion dinamica del sistema la
cual sélo es funcion del movimiento del fluido. Se puede finalizar diciendo que cualquier
cambio en p* en un fluido es una medida del cambio en la presién debido al
movimiento.
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Ya hemos reemplazado pi en La ecuacion de Navier —Stokes con

. )
-V p= 3.4.31
(przz) a3
El término —Vp + pi puede ser reescrito como:

~v(p+ piz) (3.4.32)

Sustituyendo la ecuacion (3.4.29) en la ecuacion (3.4.32) se obtiene: —Vp*y La
ecuacion de Navier —Stokes se convierte en:

Ky, _ypr= L[
gCV v—Vp = [at+(v.V)v] (3.4.33)

La expansion de esta ecuacion en sus componentes puede hacerse con facilidad. El
término gravitacional en las Tablas 3.4.4, 3.4.5y 3.4.6 se absorbe dentro del término de
la presion p* que reemplaza a p. Este es un término conveniente para trabajar con él y
se usara repetidamente en las aplicaciones..

3.5.-Condiciones a frontera y condiciones iniciales

Para poder resolver los problemas que se plantearan es necesario hacer integraciones.
Las constantes de integracion deben especificarse antes de obtener una solucién
completa, estas constantes se obtienen por lo general a partir dela s condiciones a la
frontera o de las condiciones iniciales o de ambas..

Las condiciones mas comunes encontradas en los problemas de transferencia de
momento son;

1.- Se especifica la velocidad de un fluido sobre una superficie. Se supone que no hay
deslizamiento sobre la pared. Si la pared del sélido es estacionaria la velocidad del
fluido es cero, si se esta moviendo el fluido en ese punto se movera a la misma
velocidad.

2.- Se especifican los gradientes de velocidad o de momento en una de las fronteras
del sistema.

3.- Las velocidades en cada uno de los lados de la interfase entre fluidos son iguales.

4.- El flux de momento a cada lado de la interfase entre dos fluido es igual. Se debe
especificar el gradiente de velocidades en cada lado de la interfasa.

5.-A veces se da el valor de la velocidad al tiempo cero.

Para los ejercicios que aparecen a continuacion se aconseja:
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1.- Leer con cuidado el enunciado del problema.

2.- Describir al sistema por las coordenadas apropiadas: rectangulares, cilindricas,
esféricas.

3.- Hacer un bosquejo o diagrama del sistema.

4.-Obtenga la ecuacion diferencial a partir de las tablas que mejor convenga al sistema.
5.- Establezca las condiciones a la frontera y las condiciones iniciales del problema.
6.-Resuelva la o las ecuaciones sujetandolas a las condiciones iniciales o a la frontera.
7.-Revise y compruebe la solucion para ver si satisface las condiciones.

8.- Analice los resultados.

Ejemplo 3.6.1

Un fluido fluye entre la region comprendida entre dos placas horizontales, infinitas y
paralelas separadas por una distancia h. El flujo se da solamente en la direcciony.
Parte del sistema ha sido descrito en la figura 3.2.1. Se aplica una fuerza lo
suficientemente grande a la placa superior para que esta se mueva a la velocidad Vn.
Calcule lo siguiente:

a) El perfil de velocidades.

b) La caida de presion por unidad de longitud en la direccion y .Por ejemplo dp*/dy.
c) La velocidad maxima.

d) La velocidad promedio.

e) El flujo volumétrico.
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Respuesta.

Se resolvera el sistema usando las coordenadas rectangulares. La ecuacion
apropiada se puede obtener a partir de la tabla 3.4.4. El vector velocidad se
puede expresar en funcion de sus componentes:

A ———— A :
R e A

70
Momentum Transfer

Fig. 3.2.1,

V= V(Vx Wy, Vz)
Como el flujo es unidemesional vx =0 ; vz =0 , w¥=

Los términos vx, Vz y todas sus derivadas son cero. Generalmente cada
componente es una funcion del tiempo y de la posicién. En este caso:

Vy =vy(X,Y,Z,t)

A partir de la ecuacion (1) de la tabla 3. 3.2 se concluye que:
a ..
aiyyzo porque vy no es una funcién de y.
Basandonos en la fisica se puede concluir que:

v »
a—xy:O ya que vy no es una funcién de x
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, . a .
Basandonos en el enunciado del problema%zo y es razonable concluir que vy solo

, , - vy . 9°v,
varia con z , es decir vy = vy(z) , esto significa que <, #0 Yy quizas que —- # 0.
Z

Ahora examinaremos la ecuacién del movimiento en las coordenadas rectangulares en
la tabla 3.4.4. El procedimiento general es examinar cada uno de los términos de la
ecuacion y determinar si es 0 no cero. Se retienen de esa manera los términos que no
dan cero y que describen a la ecuacion diferencial.Se puede observar que todos los

P . ., . op* op* . s
términos en la ecuacion (1) y (3) incluyendo a =~ y - son cero.La ecuacion

resultante es:
op* _ u 0%v,

ay  gc 072
9"
0z
las derivadas parciales por derivadas totales se obtiene que:
dp* dp*
ay  dy

ap* . ., .
Como % y son cero , p*'es una constante o una funcion de y., si reemplazamos

Siguiendo el mismo procedimiento en el lado derecho de la ecuacion y ya que vy es
solo funcién de z.
dp*  u d’v,
dy ~ gc dz?

ey

El lado izquierdo de (1) es 0 una constante o una funcién de y. El lado derecho es una
constante o una funcioén de z. Ya que una funcién de y no puede ser igual a una de z se
concluye que:

dp* d*v
i = i Y = constante
dy gc dz?
La ecuacion anterior nos informa que el gradiente de presién ‘Z‘; €s una constante ,
quizas cero. Integrando una vez se obtiene:
& — &di* +B
dz u dy
Integrando de nuevo:
2 *
gcz” dp
= —xBz+ A 2

Las condiciones a la frontera son:

Q) Vy=0 a z=0; (2) vy=Vn a z=h
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Sustituyendo la condicién 1 en la ecuacién (2) nos da:
0=0+0+A ; A=0

Sustituyendo la condicién 2 en (2) se obtiene:

2 *

geh? dp’
2u dy

Vh=Bh+

B :ﬁ_gchd_p*
h  2u dy

Por lo tanto:

z\  gchzdp* | gcz*dp* z\  gcz dp*
vy =V (2) - L22E L SE Ry, (2) S (g
Y~'h\p 2u dy + 2u dy h\n 2u ) dy

. ., . dp*
Ya que el fluido no se mueve en relacion a los puntos fijjos en ambas placas. %:O y por
=v. (£
ello v,=, ()

Es importante ahora verificar que la solucién anterior satisface la ecuacion
diferencial y las condiciones a la frontera.

La velocidad maxima se da a z= h . El punto donde se produce la velocidad
media esta en z =h/2 y por ello:

Vi

<vy>::2?

El flujo volumétrico esta dado por la suma de todos los productos de la velocidad
local y el area diferencial.

w h h th
Q=j j vydzdx=wf vydz=w(—>
x=0+Yz=0 0 2

Ejemplo 3.6.2

Vuelva a resolver El ejemplo 3.6.1 suponiendo que tanto La placa superior como La
inferior se mueven. La velocidad en la placa superior sigue siendo Vi mientras que en
la placa inferior la velocidad es: Vo.

Respuesta

El problema es similar al anterior lo que cambian son las condiciones a la frontera. La
ecuacion diferencial empleada es la misma.

Condicién a la frontera 1
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w=Vo az=o
Condicioén a la frontera 2
vy=Vh z=h

La solucion de la ecuacion diferencial toma la forma de.

_ gzt dp’

Yy = 2u dy

*Bz + A

Como dp*/dy =0 se puede escribir que:
w=Bz + A

Si se aplican las condiciones a la frontera 1 entonces.
Vo =B(0)+A ;A =Vo

Con la condicién 2 tenemos que:
Vh = Bh+A=Bh +Vo

Por lo tanto: B = (Vh-Vo)/h

Y

v, = (V= Vo) (%) +,

Se puede demostrar facilmente que:

VatV(
(vy)="""
Y que:
Vi Vi
0= (5
Ejemplo 3.6.3

Rehaga el ejemplo 3.6.1 si ambas placas estan estacionarias y un flujo volumétrico
constante Q pasa a través del area marcada en la figura 3.2.1.Ademas, calcule la
relacion de la velocidad media a la maxima.

Respuesta

La ecuacion diferencial que se aplica en este caso es la misma que en los problemas
anteriores ya que:
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v, =0, v,=7v2) ,v,=0

vy — 9c 20P"
Por lo tanto:v,, = 2wl @ +Bz+ A (D
d *
En este caso: —— = 0
dy

Y Lacondicion alafrontera(l)es:v, =0 az=0
La condicion a la frontera (2) es: v, =0 a z=h

Sustituyendo la condicién a la frontera (1) en la ecuacion (1) da:

o = 9c(©*dp
2u dy

+B(0)+4A ; A=0

Con la condicion a la frontera (2)

gch? dp”
0= —+Bh+ A
2 dy + Bh +
__gchdp’
2u dy
Por lo tanto:
v, = —ﬁd—p*(zh—zz) 2)
y 2u dy

dp* . . . . P
La % como debia de esperarse una constante de signo negativo , es decir la caida de

presiéon decrece en la direccién del movimiento. El flujo volumétrico esta dado por:

w h wdp* h
Q =f j vydzdxz—gc ij (zh —z*) dz
x=0Jz=0 dy Jy

2p
Q=-Lu [l 2] goqh=— Lt L] g b
2u dy L 2 3 2u dy L6 12u  dy
Por lo tanto:
dp*  12uQ
dy — gcwh3
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Sustituyendo el resultado anterior en la ecuacién (2) da:

vy =5 (zh— z®)  (3)

Deberiamos suponer por intuicion que la maxima velocidad esta en el centro a z=h/2 .
Para comprobar esto , se diferencia (3) con respecto a z y se resuelve para z haciendo
la ecuacion igual a cero.

dv,  6Q

dz m (h - ZZ) =0 (4)

Resolviendo (4) para z , se obtiene , tal como esperdbamos que:

Y que:
_ﬂ(hz h2>_3 Q

Yymax =W ps\ 2 T4 ) T 2wh

De acuerdo con la definicion de la velocidad promedio

wy-2_2
YA wh
Por lo tanto:
() _2
vymax 3
Ejemplo 3.6.4

Vuelva hacer el ejemplo 3.6.3 pero con la placa superior puesta en movimiento con
una velocidad constante de Vh.

Respuesta

Este problema es en cierto sentido una combinacion de los ejercicios 3.6.1y 3.6.3. La
ecuacion diferencial que describe al sistema es la misma. La ecuacion es también
lineal, por lo tanto deberemos superponer o adicionar una solucion a la otra para
resolver el problema.
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vy, (del ejemplo 3.6.4) = v, (del ejemplo 3.6.1) + v, (del ejemplo 3.6.3)

z 60
vy = Vh (E) +W(Zh —Zz)

El lector tiene la opcidn de obtener la solucion usando el procedimiento presentado en
los ejemplos anteriores. La velocidad maxima es:

dv, 6Q v,

ZY 2 (h—2)+ =0

o w2ty
—Wh2V+h
Z=120" 72

La velocidad maxima ocurre a esa distancia. El resto del problema se deja como
ejercicio.
Ejemplo 3.6.5

Un fluido fluye a través de un ducto largo cilindrico y vertical de radio a en régimen
permanente. (véase la figura 3.6.1). Calcule el perfil de velocidades como funcién de la
caida de presién por unidad de longitud en la direccion del movimiento. Calcule
también, el flujo volumétrico, la velocidad promedio, la velocidad maxima y la relacion
de la velocidad media a la promedio.

|

ol T~
L.'/ﬂa ) 2=0i 8

]

Fig. 3.6.1.
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Respuesta

Se puede resolver este problema utilizando coordenadas cilindricas. Las ecuaciones que
describen este fenédmeno se extraen de la tabla 3.4.5.

Ya que este flujo es unidimensional:
V.

y=0 ;vp=0 ; v, #0

Los términos v, = 0 ; vy = 0 Yy sus derivadas son cero. A partir de la ecuacion (2) de la tabla
3.3.2, se puede encontrar que:

ov, 3 L. v,

e = 0 y basandonos en la fisica se encuentra que: _c’)@ = 0.
. . v,

Basandonos en el enunciado del problema — = 0

ot

Es razonable suponer que v, variara con respecto a r o sea que v, = v,(r).

2

. . . avz -z . 0 Uz
Esto significa que: o> # 0 o quizas que: Py # 0.

Examinando la ecuacion de movimiento en coordenadas cilindricas de la Tabla 3.4.5 se
encuentra que:

ap*_o (')p*_o op” u 16( avz)]
or 09 'az_gcrarrar
Como solo hay variaciones en la direccion z se puede escribir.

i ol G I
_ 9cAp”

v, = Wr2+Alnr+B

También las ecuaciones que describen a este sistema se pueden obtener a partir de
un balance en la envolvente. Pero en vez de usar una envolvente finita se puede
aplicar la ecuacion 3.4.1 en la direccion z a un elemento diferencial tal como el
mostrado en la figura 3.6.12 Note que solamente una mitad de la envolvente se muestra
en esa figura y que por conveniencia supondremos que la dimension de la envolvente
en la direccion ¢ es finita.
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El término (1) que indica la rapidez de entrada del momento a la superficie 2mrdra z= z

p

Cc

es;

v,V,/2nrdr.

El término (2) que indica la rapidez con la que sale el momento de la superficie 21rdr a

z=z+dz es: gﬁ V,V, [ rar 2mrdr
c

El término (3) Que indica la rapidez de momento que entra en la superficie 21rrdz a r+dr

es: 1Tyy/ryarl2mdz

en la direccion r positiva en esta superficie.

Este término es positivo ya que el area vector esta dirigido

El término (4) Es la velocidad de la salida del momento en la superficie a2 mrdzar

T,/ 2ndz
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El término (5) representa la fuerza actuando sobre el area 2mrdr az =z es:

—p*/,2m dz ; donde el efecto de la gravedad ha sido incluido en el término p*.La
fuerza actuante sobre el a&rea2 nrdr az =z+dz es: p*/, 44,21 dz

El término (6) es cero par un sistema a régimen permanente.

Combinando los términos anteriores se obtiene:

p * *
g_ (V2 /2= ViV zra)2mrdr + (PTry [riar— TTrz/r)2mdz + (P7 /7442~ D"/ 2)2mrdr = 0

Cc

Si notamos que: v,/,= v,/ +dz

Ernonces:él(vgv%/z—-vgvg/z+dz)2nrdr =0
[

Y la ecuacion anterior se reduce a:

T2/ riar—TTrz/)2mdz + (P° [ z4a,— P"/2)2mrdr = 0

Si dividimos esta ecuacién por 2 11 dr dz.

(TTrz/r+dr_TTrz/r)+(p*/z+dz_P*/z)7':O
dar dz

Si aplicamos la definicién de la derivada esto se convierte en:

d(rTrZ)‘l"}" dp* — 0
dar dz

u dv
Pero como: Ty, = — g—d—ZZ
Cc

Se puede escribir que:

dp' _ ud(r @)
dz g. dr

Se puede ver que para obtener la ecuacion que describe al sistema el método de
extraccion de los términos apropiados a partir de la ecuacion de transporte presentada
en tablas es el método mas sencillo para este fin.

Ejemplo 3.6.6

Un fluido fluye en la direccion vertical con un flujo volumétrico Q en la regién anular que
se encuentra comprendida entre dos cilindros concéntricos. El radio del cilindro
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exterior es a y el del interior b. El movimiento del fluido es paralelo al eje del cilindro.
Calcule el perfil de velocidades como funcion de la caida de presion por unidad de
longitud. Una representacion de este sistema es la presentada en la figura 3.6.2

tum Transier

C's are
3C(1)

- Natr — n

Respuesta

La ecuacion diferencial para este problema es la misma del ejemplo 3.6.5 , asi que:

A *
v, = —%rz + Alnr+ B (1)

Las condiciones ala fronterales: v:=0ar =a
La condiciéon alafrontera2es:vz=0ar0b

Sustituyendo estas condiciones en (1) da para la primera condicién:
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A *
9¢%P 12 = Alna + B:
4ulL

Para la segunda condicion : %b =Alnb+B

Resolviendo ambas ecuaciones se obtiene:

A *
gﬁi,uf (a% — b?)

A=
a
in(3)
gchr*r 2 .2
Ap* o S (a?-b?)
B =9t g2 tul Ina
AuL in(3)
Asi que:

v, =

_gebr (T)Z 1 <a2 - b2> in(z)

N NG

a
Este resultado puede extenderse al calculo del flujo volumétrico y la velocidad media.
El resultado anterior es valido si el fluido se mueve hacia arriba o hacia abajo.

Ejemplo 3.6.7

La configuracién de un cilindro rotatorio cilindrico se muestra en la figura 3.6.3. Dentro
del viscosimetro un fluido se mueve en condiciones de régimen permanente dentro de
la regién anular formada por los dos cilindro. Calcule el perfil de velocidades del fluido
si la velocidad angular del cilindro externo es wa. El cilindro interno es estacionario
(wb=0). Desprecie los efectos terminales.
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Fig. 3.6.3.

Respuesta

Este problema se resuelve mediante el uso de coordenadas cilindricas. Las ecuaciones
diferenciales se obtienen de la tabla 3.4.5 . Depreciando los efectos terminales
tenemos que:

Vy

=0, vyg#0,v,=0
Los términos v, , v, Y sus derivadas son iguales a cero. A partir de la ecuacion (2) de

a
la tabla 3.3.2 se concluye que: ai; = 0.

*

%—0 op

L= 0 = 0 , ya que no hay variacion

Basandonos en la fisica se puede ver que:

de la presién en la direccion o.

. , ] .
Basandonos en el enunciado del problema % = 0. Es razonable suponer que vy varia

con respecto a r, es decir:

- 0 a2
vp=vg(r) , lo que significa que ;% # 0 y que quizas % # 0.
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Examinando las ecuaciones de movimiento en las coordenadas cilindricas presentes
en la tabla 3.4.5, se concluye que:

pvs_ 0p
e D
0
ar[rar( Q))] @)
__opr
0=-— (3)

La primera ecuacion describe la variacion de la presion (que ocurre debido a la fuerza
centrifuga) en la direccion radial. La segunda ecuacion describe la velocidad vy. Se
puede reemplazar las derivadas parciales en p* y en v,. ya que dependen solo de r. De
manera que:

d[ld

Cdr (rve)

rdr

. . , . 1d .
Como la derivada del término entre paréntesis cuadrados pm (rvg) esigual a cero, el

término debe ser igual auna constante , digamos A.

1d _ 4

;E(TU(D)—

d( ) =A

7 (Tvp) = Ar
d(rvg)=Ardr rv¢—AL+B ;1;@:%4_?

Aplicando la primera condicion a la frontera. vy =0 ar=»>b
Aplicando la segunda condicion a la frontera. vy = wz,a a r=a

De la primera condicion a la frontera se obtiene que:

Ab B Ab?
0= 7+; por lo tanto B = -

De la condicion a la frontera dos se obtiene que:
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2w,a
a2 — bZ

Por lo tanto:

_wqaad’r  wga? (rz—bz)
D" a2_p2 g2_p2 r

La variacion de la presion en la direccion radial puede obtenerse sustituyendo el

resultado anterior en la ecuacion (1) . La fuerza por unidad de area requerida para

mantener al cilindro externo en movimiento con una velocidad angular wa se obtiene

evaluando el componente del esfuerzo cortante 7,4 a r =a.
Ejemplo 3.6.8

Un fluido se mueve hacia afuera de una esfera de radio a a un flujo volumétrico
constante. El flujo es uniforme en la direccion radial (ve la figura 3.6.4. Determine el
perfil de velocidades para a< r < oo en términos de Q en condiciones de flujo a régimen
permanente.

Yy iymne
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Respuesta

El problema se puede resolver utilizando coordenadas esféricas. Basandonos en el
enunciado del problema se tiene que:

v #=0 ,'UQ):O ,Vg =0

Si examinamos la ecuacién de la continuidad en coordenadas esféricas ( tabla 3.3.1) se
; P . ap .

encuentra que las derivadas de vy y de vy son cero. El término 5, €S igual a cero en

régimen permanente.. Por lo tanto:

T%% (or?v,) =0 ; ,,—12% (pr?v) =0
Y por lo tanto:

pr?v, = A (constante) (1)
Las condiciones a la fronteraes Q dadaenr=a.

El area seccional disponible para el flujo ar =a es 4 m a? La velocidad a r = a esta
dada por:

Q

Vo=
r/r a 477:(13
- na? _ o2 L) _ a4 - a=P@
Porlo tanto: pa“v,/,—q=A ;pa (4na2 A ;A py
: - 2. _ pQ _ Q
Sustituyendo A en la ecuacion (1) se obtiene: p17°V, = — o v,

41 T 4mr2

Este resultado pudo haber sido deducido inmediatamente. La ecuacién del movimiento
puede ahora aplicarse para obtener la variacién de la presion en el sistema.

Ejemplo 3.6.9

Dos fluidos estan contenidos entre la region comprendida entre dos placas infinitas
horizontales y paralelas separadas por una distancia 2 h . El volumen que ocupan
ambos fluidos es igual. La viscosidad del fluido mas pesado es y; , mientras que el del
mas ligero es u,. La placa superior se mueve a una velocidad constante de V,,. Calcule
el perfil de velocidades de ambos fluidos.

Repuesta
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El sistema es el mostrado en la figura 3-6.5. Para resolverlo se utilizan las coordenadas
rectangulares con el origen sobre el eje z a medio camino entre las dos placas.

—y /[{' . 54
/ Flade  p
—ol/ — '
2 O,,f —— —
/!/ Fluid { K]
L/
¥ z=op
Fig. 3.6.5

Se debe escribir una ecuacion diferencial para cada fluido. El proceso a seguir es

semejante al del ejemplo 3.6.1. Sin embargo, sabemos desde el principio que CZ;* =0.
Por lo tanto:

d:l?z’u =0 parael fluidou

d;z;” =0 fluidol

Siintegramos , se obtiene:

d:zu = A, constante (1)

dvy,

7 cnstante = A; (2)
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A z=0 la velocidad de u debe ser igual a la velocidad de I. Ademas, el esfuerzo
cortante para ambos fluidos debe ser igual sino habria una acumulacion de momento
en el plano z=0 lo que es fisicamente imposible. Por lo tanto las condicidénes a la
fronterason: BC(1) az=-h ,ww=0 ;BC(2)az=+h , vwu=Vhn

avyy Avy;
dz L dz

Bc(3) az=0 ,wio=wwo :BC(4) az=0 T,y =Tz 0 Uy

Sustituyendo La condicion a la frontera (BC4) en las ecuaciones 1y 2 se obtiene.

dv
Uy dZu = Uy Ay
dv
yl
A
Hy dz HiAa,
Uy Ay = A,

Integrando de nuevo las ecuaciones 1y 2 se obtiene.
Vyy =Ayz+ B, (3)
vyl = Al + Bl ( 4)

Notese que hay cuatro condiciones a la frontera y cuatro constante. Sustituyendo BC 1,
BC 2y BC 3 en las ecuaciones (3) y (4) da:

B =BV ()

o () E4E) o ) 1)

El lector deberia graficar el perfil de velocidades para ambos fluidos si:

a) U=y

b) w > u,

C) i <y
Y explicar los resultados. ¢Cual es la relacion entre el gradiente de velocidades
de los dos fluidos?
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Ejemplo 3.6.10
El fluido contenido entre dos placas paralelas horizontales separadas por una

distancia h estéa inicialmente en reposo. A tiempo t = 0 la placa superior se pone
en movimiento a una velocidad constante Vh. Determine el perfil de velocidades
del fluido en funcion de la posicion y del tiempo.

Resultado

El sistema se presenta en la figura 3.6.6.

v,
. & 5) .
t<0
System at rest
7
2=he .
!
| ¢=0
i Top plate set in motion
h
z =/7 i

>0

Unsteady-state flow

=

Steady-state flow

Fig. 3.6.6.

103



Se ha mostrado que la solucién para el régimen permanente toma la forma de:

vy, =Vy (%)

Durante el regimen transitorio o no permanente , v, es una funcion del tiempo
asi como de z.

v,=1),(z,t)

Este problema se puede resolver en coordenadas rectangulares. Recordando

dp* - .
que: dz; = (0 se puede obtener la siguiente ecuacion de la tabla 3.4.4.
ov 0%v ov 0%v
LYy _EZ 0o 2X=v , V = viscosidad cinematica (1)
gc Ot gc 022 ot 022

Notese que no se puede reemplazar la derivada parcial por una total ya que_v,
es funcion de dos variables, del tiempo y de la distancia. Se puede resolver este
problema mediante el método de la separacién de variables. Se supondré que la
solucién para v, puede ponerse como el producto de una funcién
Y (z)que depende solamente de z, por una segunda funcién ©(t) que
depende solo del tiempo.

v,=v,(z,t)=Y(z) B(1)=y ©.

ovy a[e(®)]

El lado izquierdo de (1) es: E = Py [l/J(Z)Q(t)] at

av vy o
6'(t) = =ye" (2)

El lado derecho de (1) toma la forma de :

=voy” (3)

Combinando (2)y (3)se obtiene:

Wwe =voy”

0 W

- 4)

vO Y

El lado izquierdo de (4) o es una constante o es una funcion de t . El lado
derecho de (4) o es una constante o una funcién de z . Consideremos que ambas sean

iguales a una misma constante. Esta constante puede ser positiva , negativa o cero.
Se mostrara mas tarde que no puede ser positiva. Por ahora escribiremos:
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—="_ = — )2 = constante

ve Y

La siguiente solucién resulta si = —A? es cero:
6’ 90(t)
—=0,;0=0;,—5—=0; 0(t) =Co,0 =Co
vO dt ®

Y ademas:

,r 2 .
w? =05 97 =05 22 = 0; () = € + G323 4=C{ + Cz

Por lo tanto, v, = OY = Co(C] + C3z) = C; + G,z (6)

. Cudles son las condiciones iniciales y las condiciones a la frontera?
Condicion a la frontera (1)
A z=0,vw=0parat=0
Condicion a la frontera (2)
Az=h , ,w=Vhn parat=0
At=0,w=0 para 0<z<h
Sustituyendo BC (1) y BC(2) en la ecuacién (6) da:
Ci=0 , C2=Vnh
Asi que:

vy =Va(Z)

La ecuacion (7) es la solucién para régimen permanente cuando t=co.
Si las constantes no son cero se obtiene que:

i=_/12 -0 =C e—v)lzt
vO ’ 3
Cse+v12t

Notese que si la constante es igual +A?, entonces 0 = y la solucién se

vuelve enorme a t—oo. También:
"

= ~1*; w=aj sen Az + b} cos Az

En donde a,’l y b)’L son constantes que dependen del valor de A. Por lo tanto:
Vyp = C e V¥t(a;senldz + b} cosz)

= e V¥t (qysen Az x bycosAz)  (9)
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Las ecuaciones (7) y (8) son soluciones de la ecuacion (1). Como la ecuaciéon (1) es
una ecuacion diferencial parcial y lineal , la suma de las ecuaciones (7) y (u) son

también su solucion.
Uy = Uy + Uya

v, = Vp (%) +e V2t (g, sen Az * bycosAz)  (9)

Si ahora sustituimos las condiciones a la frontera en (9) tendremos.

Condicion a la frontera BC (1)

0=0+ bAB_VAZt ; b,1=0

Condicion a la frontera BC (2)

V=V, + a,le“”lztsen Ah O:a,le“”lztsen Ah

El lado derecho es cero si a;=0 o0 si Ah=0. Si ;=0 se retira la dependencia de vy

con respecto al tiempo, por lo tanto Ah=0 y entonces:
AM=nmT ; n=1,2,34.....

A= % (10)
La ecuacion (9) se convierte ahora en:
nm 2
v, =V (%) +ane_v(7) ‘sen (%) (11)

La constante an ha reemplazado a ax ya que A esta expresada en términos de n en la
ecuacion (10). Si n = 1, se obtiene una solucién. Si n = 2 se obtiene otra solucién y asi
seguido. En realidad , la suma de todas las soluciones es también una solucion.

z v(nn)zt nmnz
— 0o V7
v, = Wy (H) +Yo—q Qape \h/ “sen (T) (12)
La condicion inicial se inserta ahora en la ecuacion (12)

0=1, (Z) +Yoo1 apsen (%) (13)

Hay un numero infinito de constatntes que se deben evaluar en la ecuacién (13) a1, az,
as..... Estas pueden obtenerse usando el analisis de las series de Fourier. Aqui solo se
presenta la solucion. En principio se debe multiplicar ambos términos por

sen (m;: Z) dz

En donde m es un integrando e integrar desde o hasta h para obtener el siguiente
resultado:
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2V,
ap =—— (="

Asi que:

v, =V (%) +2—7?1Z$l°=1(_1)n e_v(%)ztsen (%) (14)

n n

El primer término corresponde a la solucion a régimen permanente y el segundo a la
solucién a régimen transitorio.

Ejemplo 3.6.11

Un fluido fluye entre la regibn comprendida entre dos placas horizontales, infinitas y
paralelas separadas por una distancia h. El flujo se da solamente en la direccién vy.
Parte del sistema ha sido descrito en la figura siguiente. Se aplica una fuerza lo
suficientemente grande a la placa superior para que esta se mueva a la velocidad Vn.
Suponga que el fluido del ejemplo es un fluido no-newtoniano. El esfuerzo cortante
para este sistema esta dado por:

) __iﬁo.s
o g\ dz

Determine el perfil de velocidades.

70
Momentum Transfer

Fig. 3.2.1,
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Respuesta

Este problema ha sido resuelto para coordenadas rectangulares(ver problema 3.6.1).
La ecuaciones diferenciales que lo describen pueden obtenerse de la tabla 3.4.1. Se
observa que todos los términos del esfuerzo cortante en las ecuaciones (1) y (3) ,

op* _ ap* - .
a’; \Y apz son cero. La siguiente ecuacion es la que resulta de la

incluyendo:

aplicacion de la ecuacion (2).

d(sz) -0
dz
0.5
. __ K dﬁ)
Y como: T,y = 7 ( — Q)
Entonces:— l(—y) ] =0 ,o0 (—y) = constante = A%®
dz dz dz
i dvy
Sacando raiz cuadrada, nos queda :E =A (2)
La solucién para v, queda:
v, =Az+B

Las condiciones a la frontera son BC (1)

vy, = 0 ,az=0
Las condiciones a la frontera BC (2)
vy=V, az=0

Sustituyendo las condiciones a la frontera en la ecuacion (2) da:

(2

Este es el mismo resultado que se obtuvo en el ejemplo 3.6.1 para un fluido
newtoniano. Para este tipo de movimiento , el esfuerzo cortante debe ser constante a
través del sistema, sino habria una acumulacion de momento dentro del fluido lo cual

es fisicamente imposible. Ya que : 7, debe ser constante , gradiente de velocidades

dv
dz
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los mismo resultados para un fluido no newtoniano que fluia entre dos placas paralelas
en el ejemplo 3.6.3. La ecuacion diferencial que describia este sistema era;

Oz_M_d_p* (3)
dz dy

Las condiciones a la frontera son:
BC(1) az=0 ,w=0

h de . . ,
BC2) az= S v, T 0 debido a la simetria.
El gradiente de velocidad en la mitad superior del sistema es una cantidad negativa.
Notese que la Bc elimina la necesidad de trabajar con la raiz cuadrada de un namero
negativo. Sustituyendo la ecuacion (1) en la ecuacion (3) da por resultado:
d[u (dv,\*°] _dp’
dz|g.\ dz Cdy

Integrando una vez se obtiene:

dv,\°? dp*
<—y> =&( p)z+A
dz u \dy

Aplicando BC(2)

L
u\dy/?2
Asi que:
dvy 05 B h 4
o) =clemz) @
En donde:

c=de (di)
p\dy
Sacando la raiz cuadrada de (4) se obtiene:

dv, [, h?
E—C (Z —Zh+Z

Integrando de nueva cuenta:
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Aplicando BC(1) : B =0, asique:
5 <Z3 z%h h22>
vy =c\5——F+—

Se deja al lector graficar el esfuerzo cortante contra la velocidad de corte. La velocidad
maxima se obtiene a z=h /2.

—233(1 1, 1\_1 5,3 4 7,3
v =c“h (———+—)——ch——ch
y max 24 8 8) 24 96

La velocidad promedio esta dada por:

h
= 3 2 2
2| .2(z°_z°h h°z
_f0[6(3 2+4>] —3 23
(vy)= - dz—%c h
[ dz
0

La relaciéon de la velocidad media a la maxima es:

(v) _3
vymax 4
El flujo volumétrico esta dado por:
_ - _3 2 3(@)_C2h4
Q = (vy)(area) 5 C h ) =, [

Ejemplo 3.6.12

Se ha encontrado conveniente para el analisis de sistemas complejos dividirlos en dos
partes. La primera consiste en una capa delgada, definida como capa de separacion ,
La que estd localizada cerca y sobre la superficie del sistema. Se supone entonces
gue todos los efectos viscosos estan confinados en esta capa. La otra parte del
sistema es la region afuera de la capa de separacion en la que se supone que los
efectos viscosos son despreciables. Consideremos el movimiento de un fluido que pasa
sobre una superficie plana y delgada tal y como la presente en la figura 3.6.7. El grueso
de la capa de separacion para la transferencia de momento es 6, y esta definido en
forma arbitraria como el punto en el cual v, = 0.99V,. Como no hay ningun obstaculo al

movimiento del fluido arriba de la placa , la velocidad Vo es en todos los lugares
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uniforme. Obtenga las ecuaciones que describan el perfil de velocidades en el sistema
en condiciones de régimen permanente.

Fig. 3.6.7.

Respuesta

Se resolvera este sistema empleando coordenadas rectangulares y la tabla 3.4.4.
Como el flujo es en dos dimensiones:

V=0 ;v,#0 ; v, %0

El término v, y sus derivadas son cero. Generalmente, cada componente de la
velocidad es una funcion de la posicion y el tiempo. En este caso.

v, = vy(x, v, z,t) v, =v,(x,y,21t)

Pero basandonos en el enunciado del problema v, vy ;wv, no dependen de x y de t,
porlo que: v, = v),(y,2) ; v, = 1,(y,2)

Las ecuaciones siguientes se obtienen a partir de la tabla 3.4.4.

v aﬁ.}.v 6& — _&6_1)*4_&(62173, aZUY) (1)
Y oy % oz p 0y  p\ay>2 9z2
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ov ov op* 0%z = 9%v

o e 5= -EE (T2 08) @
oy 0z p 0y  p \dy 0z

Se puede notar que v, es pequefio en comparacion con v, y por ello se puede suponer

ap* B
P es también
0z

gue los términos de la velocidad en la ecuacién (2) sean cero. El término

.. 0y . vy, vy,
cero. El término —= es pequefio comparado con —= ; por lo tanto Uy == es del
dy 0z ady

*

: . 0v, . op
mismo orden de magnitud que vzg . El termino 9y

es a través de la evidencia

_ 3 B vy, azvy
experimental pequefio en comparacién con vyg Y 552 Y

por ello se hace

despreciable. Por ello la ecuacién que describe el sistema se convierte en:

L Ly L
Y oy Z 9z p 0z2

La ecuacion de la continuidad de la tabla 3.4.2 nos da:

0vy = O0v,_
E + E_O (4)

Las condiciones a la frontera son:

v,=0az=0;v, = 0 a z= 0 s y=Voa z= o y =V ay=

0 para cualquier z.

Las ecuaciones 3 y 4 pueden ahora resolverse para dar los perfiles de velocidades en
la capa de separacion. No se presenta la solucion. El perfil de velocidades fuera de la
capa de separacion es simplemente : v, = V, ;v,= 0 .

Este método de analisis ha sido particularmente valioso para obtener la fuerza que
ejerce un fluido en movimiento cuando pasa sobre un cuerpo sélido, tal como placas,
esferas, cilindros , etc. Las fuerzas viscosas son generalmente de magnitud apreciable
aun cuando la velocidad no pueda verse influida por los efectos viscosos. Este método
es generalmente inadecuado para evaluar el flujo a través de conductos tales como
tuberias.

3.7.- Andlisis dimensional

Es importante mantener la homogeneidad dimensional de las ecuaciones. Vamos a
aplicar el analisis a las ecuaciones de continuidad y las de Navir Stokes escribiendo las
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ecuaciones en forma adimensional. Esto se puede efectuar poniendo cada variable en
forma dimensional.

Primeramente examinaremos las variables de posicién y de tiempo y las convertimos
en variables adimensionales escribiendo un signo + sobre ellas.

Z

x+=Li 3.7.1) ; y* =% 372) ;zt =7 (373)
En donde L es la longitud caracteristica de la geometria del sistema.

tV
tt = T (3.7.4)

En donde V es la velocidad que caracteriza a la velocidad variable en el sistema. El
vector operador también puede escribirse en forma adimensional aplicando las
ecuaciones (3.7.1)a (3.7.3)aV y a V2.

Vt=LV (3.7.5)
Vit=[2v?2  (3.7.6)

Las variables del sistema v , p también pueden expresarse en forma adimensional.

v+=% (3.7.7) ;pt=—= (3.7.8)

pv2
dc

La seleccion de las relaciones adimensionales en las ecuaciones (3.7.1) a (3.7.8) es
arbitraria. La experiencia y la intuicion dictan generalmente los términos
adimensionales apropiados.

Ahora escribiremos la ecuacion de la continuidad para un fluido incompresible en forma
vectorial.

V.v=0 (3.3.13)

Aplicando las ecuaciones (3.7.5) y 83.7.7) a la ecuacion(3.3.13) nos da:

1
-Vt Vvt =0
7 v

Como L y V son constantes podemos escribir:

%V+.v+ =0 o simplemente VF.v" =0 (3.7.9)
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La ecuacion de Navier Stokes puede reescribirse despreciando los efectos gravitatorios
como:

Dv
gﬁﬁ =—-Vp+ givzv (3.4.20)
C (o4

Aplicando las ecuaciones (3.7.5) a (3.7.8) a la ecuacion (3.4.20) da:

vV D 1
im(vv+) — _av+pv2p++$v2+(vv+)

Rearreglando esa ecuacion tenemos que:

Dvt

Dv_ _gtpre() vter (3.7.10)
Dt LVp

, . . . LV , . -
El término adimensional (Tp) esta definido como el numero de Reynolds y encuentra

muchas aplicaciones en flujo de fluidos.

El examen de la ecuacion (3.7.10) indica que dos diferentes patrones de flujo con igual
numero de Reynolds se describen por la misma ecuacion. Si los dos sistemas tienen
idénticas condiciones a la frontera y condiciones iniciales, se puede indicar que los dos
sistemas de flujo son similares. También es conveniente resolver las ecuaciones en
forma adimensional, para ello resolveremos uno de los ejemplos anteriores.

Ejemplo 3.7.1

Rehaga el ejemplo 3.6.1 usando el método del andlisis dimensional.
Respuesta

La ecuacion diferencial es:

d*v, _
dz?

€Y)
La condicion a la frontera 1 (BC 1) es:

A z=0, vy =0
BC(2) az=h,w=Vh

Usando las cantidades adimensionales:
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Si metemos esas cantidades en la ecuacién (1) tendremos:

Vh dzv;
hZdzet
d2v}
dzzj’i =0 (2)

La condicion a la frontera BC(1) es:
A z'=0 ,vy=0
La condicion a la frontera BC(2) da:
+— +—
A z7=1 | vy =1
La solucion de la ecuacion (2) es:
+ _ +
vi =4zt +B  (3)
Sustituyendo la condicién a la frontera en (3) da:
B=0o ;A=1
Asi que:
+ _ +

Si se escribe esta ecuacion en términos de las variables dimensionales tendremos.

Yy _2 _ (E)
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