SOBRE LA ECUACION DE SCHRODINGER

Para la fisica cuéntica no relativista, la ecuacion béasica a resolver es la ecuacion de Schré
dinger. Al igual que las leyes de Newton, la ecuacion de Schrodinger debe escribirse para una
situacion dada de una particula cuantica que se mueve bajo la influencia de algunas fuerzas
externas, aunque resulta méas facil enmarcar esto en términos de energias potenciales en lugar
de fuerzas. Sin embargo, a diferencia de las leyes de Newton, la ecuacion de Schrédinger no
proporciona la trayectoria de una particula, sino més bien la funcion de onda del sistema
cuantico, que transporta informacion sobre la naturaleza de onda de la particula, lo que nos
permite solo discutir la probabilidad de encontrar la particula en diferentes regiones del
espacio en un momento dado en el tiempo.

ih% ylx, t) = (—f—m% + U(x)) w(x,t) (1)

La ecuacion (1) se conoce como la ecuacion de Schrédinger dependiente del tiempo o TDSE
para abreviar. Esta es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden. El término en el lado
izquierdo de la ecuacion. (1) representa la energia total de la particula. EI primer término en
el lado derecho representa la energia cinética de la particula, mientras que el segundo término
representa la energia potencial de la particula. EI TDSE tiene tres propiedades importantes:

1. EI TDSE es consistente con la conservacion de energia.

2. EI TDSE es un valor lineal y singular, lo que implica que las soluciones se pueden
construir mediante la superposicion de dos o méas soluciones independientes.

3. Lasolucidn de particulas libres (U (x) = 0) es consistente con una sola onda de De Broglie.

Si la energia potencial es independiente del tiempo, como hemos escrito anteriormente,
podemos separar la ecuacion. (1) en una forma independiente del tiempo usando la técnica
matematica conocida como separacion de variables. Aqui, suponemos que nuestra funcion de
onda puede escribirse como producto de una funcién temporal y espacial

v, )= X x® (2)

Sustituyendo la ecuacion. (2) en el TDSE encontramos dos ecuaciones que deben ser iguales
ihoy (tYot=E=ho (3)
y

(— 2:;; + U(x)) o(x) = E@p(x) )

La ultima ecuacion, (4), se denomina ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo o
TISE para abreviar. Se puede ver que la solucion de la ecuacion (3) es una exponencial
compleja oscilante:



2(t) = eIt/ = g-iot

Observamos otras tres propiedades de las soluciones de TISE.

1. Continuidad: Las soluciones al TISE ¢ (x) y su primera derivada ¢ ' (x) deben ser
continuas para todos los valores de x (este ultimo es valido para el potencial finito U (x)).

2. Normalizable: las soluciones al TISE deben ser integrables al cuadrado, es decir, la integral
del médulo al cuadrado de la funcidn de ondaen todo el espacio debe ser una constante finita
para que la funcién de onda se pueda normalizar para dar [|y(x)|*dx = 1

3. Linealidad: debido a la linealidad del TISE, dadas dos soluciones independientes 1 (X) Yy
¢2 (X), podemos construir otras soluciones tomando una superposicion apropiada de estas

¢ (x) = 0101 (X) + 0202 ( X), donde | a3 |2+ | a2 |2 = 1 para garantizar la normalizacion.

5.2 Probabilidad, normalisacion, and valor esperado

Discutimos la interpretacion de la funcion de onda segun lo prescrito por Born. Alli notamos
que el médulo al cuadrado de la funcion de onda dala densidad de probabilidad (probabilidad
por unidad de longitud en una dimensién)

P(x)dx = |p(x)|*dx] (5)

Esta interpretacion nos ayudaa comprender la restriccion de continuidad en la funcion de
onda. No queremos que la probabilidad de que la particula sea cero a un punto x y salta a un
valor distinto de cero infinitamente cerca. (Nota: A veces decimos (imprecisamente) que | @
(X) | 2 es la probabilidad de encontrar la particula en x. Sin embargo, uno debe tener cuidado
de recordar la definicion correcta.) De esta interpretacion, vemos que podemos calcular el
probabilidad de encontrar la particula entre dos puntos x1 y x2 de la funcién de onda ¢ (x)

P(x; <x<x,)= f;lz @(x)% dx (6)

Relacionado con esto esta el concepto de normalizacién de la funcion de onda. Requerimos
que la particula se encuentre en algin lugar del espacio y, por lo tanto, la probabilidad de
encontrar la particula entre —oo y oo debe ser 1, es decir

f lo(x)|?dx =1

Esto se conoce como la normalizacion de la funcion de onda y nos muestra como encontrar el
factor de escala constante para soluciones de TISE.

Como ya no podemos hablar con certeza sobre la posicion de la particula, ya no podemos
garantizar el resultado de una sola medicion de cualquier cantidad fisica que dependa de la
posicion. Sin embargo, podemos calcular el resultado méas probable para una sola medicion
(también conocido como el valor esperado), que es equivalente al resultado promedio para
muchas mediciones. Por ejemplo, supongamos que deseamos determinar la ubicacién
esperada de una particula midiendo su coordenada Xx. Realizando un gran nimero de
mediciones, encontramos el valor x1 un cierto ndmero de veces nl, x2 un nimero de veces
n2, etc., y de la manera habitual, podemos calcular la posicion promedio
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Aqui usamos la notacion <x> para representar el valor promedio de la cantidad entre
paréntesis. El nimero de veces que medimos nj cada posicion x; es proporcional a la
probabilidad P (xi) dx de encontrar la particula en el intervalo dx en x;. Haciendo esta
sustitucion y cambiando sumas a integrales, tenemos

@ =2 xp@dx (9

donde enel Gltimo paso asumimos que la funcion de onda esta normalizada de modo que la
integral en el denominador de la ecuacion es igual a 1. El valor esperado de cualquier funcion
de x se puede encontrar de manera similar, reemplazando x con f (x) en la ecuacion.

(fe) = [7 f)e(x)?dx  (10)

Se puede calcular la varianza en la posicion de la particula, denotada Ax?, o la llamada desviacion
estandar:

Ax = Ax?
Ax? = (x?) —(x)? (11)

Postulados de medicion clésicos: dos postulados clave para mediciones clasicas que fallan
para mediciones cuanticas implican los supuestos implicitos que

1. Realidad independiente: las mediciones revelan “elementos de realidad fisica” que existen
independientemente de la observacion. En otras palabras, las mediciones revelan informacion
sobre las propiedades que posee una particula, que existian antes de la medicion, y
simplemente ignoramos el valor de lo observable antes de realizar la medicion. Por ejemplo,
clésicamente diriamos que la medicion de la posicion de un electron unido a un nucleo de
hidrégeno simplemente nos dice donde estaba el electrén antes de la medicion.

2. Sin perturbaciones: se pueden realizar mediciones que no perturben el sistema. En fisica
clésica, todo lo que se necesita para hacer esto es hacer que nuestra interaccion de medicion
sea lo suficientemente debil para que no haya alteraciones del sistema.

Postulados de mediciones en Mecénica cuantica

1. Resultado de medicidn de valor Unico: cuando se realiza unamedicidn correspondiente aun
operadorA, el resultado es uno de los valores propios del operador, a,.

2. Colapso de la funcion de onda: como resultado de una medicion que produce un valor
propio an, la funcion de onda "colapsa™ en el estado propio correspondiente del operador de
medicion y(x,t) = ¢, (x)

3. Probabilidad de resultado: la probabilidad de un resultado de medicion particular es igual
al modulo cuadrado de la superposicion entre las funciones de onda antes y después de la
medicion. Por ejemplo, la probabilidad de obtener el resultado de medicion an,
correspondiente al estado propio ¢n (X) viene dada por

P, = Kl W)= |7 0@ ylx,0) dx|’ (12)



Un corolario util para el Postulado 3, nos da una receta para determinar los coeficientes de
expansion de un estado arbitrario. Por ejemplo, consideremos un estado expandido en los
estados propios de energia {¢n (X)}, dado por

w(x,t) = Xo_ ¢, p e "t (13)

con coeficientes de expansion {cn}. Aqui se ha incluido la dependencia del tiempo de los
estados propios de energia dados por los factores de fase e (— iwnt) explicitamente. (Recuerde
que on = En / es la frecuencia angular asociada con el valor propio de energia En.) Al tomar
la superposicion del estado en la ecuacion. (6.10) con uno de los estados propios de energia,
digamos ¢m (X), encontramos

(ol Yt = 0)) [ @+ ()t = 0)dx = X2 1 8y = (14)

donde al pasar de la segunda a la tercera linea, usamos la ortonormalidad de los estados
propios de energia. Entonces vemos que los coeficientes de expansion {cn} asociados con los
estados propios de energia de un estado arbitrario estan dados por la superposicién del estado
ent = 0 con los estados propios correspondientes {¢n (X)}.

Interpretacion de la medicion cuantica.

Un desafio importante asociado con la hipétesis del colapso de la medicion es que es un
proceso fundamentalmente estocastico, el resultado de la medida real es completamente
aleatorio e impredecible. Solo podemos decir con qué probabilidad esperamos obtener un
resultado de medicion particular. Otra dificultad radica en el colapso instantaneo de la
funcién de onda en si. Una vez que se conoce la funcion de onda, la ecuacion de Schrédinger
es completamente determinista al describir su evolucion. No hay aleatoriedad asociada con la
evolucién del estado entre mediciones. Asi, parece que hay dos tipos diferentes de evolucion
temporal en la mecanica cuantica: “evoluciéon unitaria" bajo la accion de la ecuacion de
Schrodinger dependiente del tiempo y “colapso” asociado con la medicién.  Hay
consecuencias de la hipdtesis del colapso de la medicion y esto afecta nuestra interpretacion
de la fisica cuantica.



