UNIDAD 6. ENERGIA MECANICA

Ejercicio 1. Un carro con masa m = 300 kg de una montafa rusa se encuentra inicialmente en reposo sobre la
ciispide mas alta de su trayectoria. Despreciando cualquier efecto de friccion, calcule:
a) La rapidez minima necesaria del carro para que pueda pasar por un anillo de 10 m de altura sin caer.
b) La altura h a la cual debe estar el carro sobre las vias para que logre completar la vuelta por el anillo.
c) La rapidez del carro en la parte mas baja del anillo antes del ascenso.

a) Puesto que en este caso la fuerza centripeta es la responsable de mantener en movimiento circular al carro por el
anillo, entonces en la parte mas alta de éste su magnitud debe corresponder con la magnitud de la aceleracion de la
gravedad; en consecuencia:

v? m
g=ac=—-v= Jrg =+/(6.0m)(9.8m/s?) »v = 7.0?

b) En este caso se aplicara el principio de conservacion de la energia mecanica en dos puntos: el primero corresponde a
la parte mas alta de la trayectoria donde inicialmente esta en reposo el carro, por lo que ahi la energia cinética inicial es
cero; el segundo punto es la parte mas alta del anillo, donde tanto la energia cinética como la potencial son distintas de
cero. En consecuencia:

b=t smg o n=2C e on= (272 10 h=125

= — - = —— - == - = .

mg Smve +mg 29 2 98 m m

c) Similarmente al inciso previo, se aplicara el principio de conservacion de la energia mecanica en el punto mas alto de
la trayectoria, donde el carro inicialmente esta en reposo y en otro que corresponde a la parte mas baja del anillo antes
del ascenso. Por lo que:

1 m m
mgh = Emvz -v=,/2gh= w/2(9.8)(12.5)? > v= 15.7?.

Obsérvese que en la parte mas baja del anillo se consideré que la energia potencial del sistema es cero.

Ejercicio 2. Se forma un péndulo vertical con un segmento de cuerda de 3 m al cual se le ata por un extremo una
piedra con una masa de 500 g. Si se deja caer la piedra partiendo del reposo y con la cuerda formando un angulo
de 55° con la vertical, ¢cual sera la rapidez que experimentara la piedra en el punto mas bajo de la trayectoria?

Consideremos que:

Ui = Energia potencial en el punto mas alto del péndulo (de donde se deja caer la roca)

Ki = Energia cinética en el punto mas alto del péndulo (de donde se deja caer la roca)

U2 = Energia potencial en el punto mas bajo de la trayectoria

K2 = Energia cinética en el punto mas bajo de la trayectoria

L = longitud de la cuerda del péndulo

hi = altura medida desde el punto mas bajo de la trayectoria al punto mas alto de la trayectoria

Por conservacion de la energia mecanica se puede afirmar que:
U1+K1=U2+K2 ...(1)

Si consideramos que la piedra parte del reposo, entonces en el punto mas alto de la trayectoria la rapidez es cero, por lo
que K1 tendra un valor también de cero. Por otra parte, en el punto mas bajo de la trayectoria de un péndulo vertical se
puede considerar que toda la energia mecanica se encuentra en forma cinética, por lo que Uz puede considerarse cero. Y
la ecuacién 1 puede reducirse a:

U =K, ... (2)

Si consideramos que la tGnica fuerza que genera trabajo es el peso el cual es constante, entonces la energia potencial
puede expresarse como:
U, = mghy ... (3)



Por otra parte, la energia cinética se relaciona con la rapidez como:

1
Ky = mV} .. (4)

Sustituimos 3 y 4 en la ecuacion 2
1
mgh, = Eml/z2 ... (5)

Para encontrar el valor de hi, al observar la figura anterior, se aprecia que:

L=x+hy ... (6)
Donde x se puede considerar como el cateto adyacente del triangulo rectangulo que se forma con el punto mas alto del
péndulo:

x = Lcos8 .. (7)
Sustituimos la ecuacién 7 en 6 y despejamos hi:

hy=L — Lcosf =L[1 — cos0] ... (8)
Finalmente sustituimos la ecuacion 8 en 5 y despejamos Va:
1
mgL[1 — cos @] =Eml/22
V, = +4/2gL[1 — cos 0]

Observa que el valor de la rapidez es independiente de la masa m y que no estamos considerando la friccién del aire.

Sustituimos nuestros valores en unidades del Sistema Internacional y al hablar de la magnitud de un vector tomamos el
valor positivo:

V, = 20981 m/s%)(3 m)[1 — cos55°] = 5 %

Ejercicio 3. Un collarin de 10 g se desliza por el alambre circunferencial de centro O y radio
R = 1 m. Si cuando pasa por el punto A su velocidad tangencial forma un angulo de 37° con la
horizontal como se ilustra en la figura, ¢en cuanto habra incrementado su energia potencial,
en el punto B, donde o = 53°?

Primero debemos establecer un sistema de referencia, donde la energia potencial sea cero e identificar los cambios de
altura con respecto a U=0 J, la cual sera establecida en la parte mas baja de la curva, tal que:

U, = mgh, = mgR(1 — cos6)
U, = mgh, = mgR(1 — cosa)

Realizando la diferencia entre ambas energias potenciales, AU = Uz — Ui, tenemos:

AU = U, — Uy = mgR(1 — cosa) — mgR(1 — cosh)
AU = U, — U; = mgR[1 — cosa — 1 + cosf]
AU = U, — U; = mgR[cosO — cosa]
Sustituyendo los valores proporcionados por el ejercicio tenemos:

AU = (0.010)(9.81)(1)[c0os37 — cos53] = 0.0193 J = 19.3 mJ



Ejercicio 4. Un objeto de masa m se encuentra sobre un igli. Si el objeto resbala por la
superficie del hielo hasta caer al suelo. Calcula el angulo © cuando el objeto deja la
superficie del igli, como se muestra en la figura. Considera que no hay rozamiento
entre el objeto y la superficie del igla.

Para resolver este problema se debe utilizar los temas de conservacion de energia mecanica y dinamica rotacional.

El primer paso a seguir, es escoger como el sistema fisico al objeto que se encuentra sobre el
igla. Enseguida debemos hacer un diagrama de cuerpo libre del sistema cuando el objeto deja
el igla (observe la figura). La clave del ejercicio es observar en el diagrama de cuerpo libre, que
las tnicas fuerzas que actuan sobre el objeto son: el peso y la fuerza centripeta, ya que el
objeto describe una trayectoria circular. En este caso la fuerza normal vale cero, pues estamos

tomando en cuenta al objeto cuando se libera de la superficie del igla.

DCL DR

El siguiente paso por seguir, es hacer la suma de fuerzas en ambas componentes cartesianas, para conocer cuales son
las variables involucradas en el problema.

2F, = —ml|glcos® = —mld.| ... (1)
YF, = —m|g|sen = m|d,| ... (2)

Se puede sustituir en la ecuacién uno, la expresion para calcular la magnitud del vector de aceleraciéon centripeta en un
movimiento circular.

—2
m|V]

2F, = —ml|glcos® = — A

- )
Eliminando la masa del objeto asi como el signo negativo en la ecuacion.
v’

|g|cos€=T ... (4)

La ecuacién queda en funciéon de la magnitud del vector velocidad tangencial, la magnitud del vector aceleracion de la
gravedad, el radio de la trayectoria circular que es constante y del angulo 6 que nos interesa conocer. Es decir, tenemos
una ecuacioéon con tres incégnitas que no podemos resolver por el momento.

Para minimizar el nimero de incégnitas en nuestra ecuaciéon vamos a echar mano de la

conservacion de la energia mecanica. Si aplicamos conservacién de energia e igualamos la

energia mecanica del bloque en cuanto comienza a deslizarse y cuando el objeto deja la Rcos
superficie del igla tenemos:

m|7|’

m|j|R=m|§|h+T ... (5)
Volvemos a notar que la ecuacion tres no depende de la masa y ademas podemos sustituir el valor de h.
v’

IgIR = |gIRcos® +=- ... (6)

Despejamos el cuadrado de la magnitud del vector velocidad tangencial de la ecuacién 6.

21GIR(1 — cos0) = |V]° ... (7)



Sustituyendo la ecuacién 7 en la ecuacién 4 podemos eliminar el término R y la magnitud de la aceleracion de la
gravedad, tal que:

B 2|gIR(1 — cosB)

g 0
|glcos R

cosf = 2(1 — cosB)

El ultimo paso es despejar el angulo 6, el cual era el objetivo del problema.
cosf =2 —2cosH

3cosf = 2

2 2
cosf = 3 0 = cos™?! (E) > 0 = 48.19°

Ejercicio 5. Un bloque de 3.0 kg es lanzado con rapidez de 3.0 m/s en direcciéon a un resorte, inicialmente en
estado relajado, cuya constante de restitucion 5.0 N/m. Si la distancia del punto de lanzamiento al resorte es
2.0 m, determina la maxima compresion que experimenta el resorte por efecto del bloque en el caso de que el
resorte sea horizontal y en el caso de que el resorte sea vertical.

Para resolver el ejercicio es requerido definir que la maxima compresiéon que experimenta el resorte, por efecto del
bloque, sucede cuando el bloque se detiene.

A) Primer caso. (Resorte horizontal)
Considerando el balance de energia: Ey + U, + Uy, = Ex + Ug + Uy

Como el movimiento del bloque y la compresiéon del resorte sucede en la horizontal, podemos asumir que los términos
asociado a la energia potencial gravitacional, al inicio y al final, son iguales pues el valor de y y yo son los mismos.

En el punto inicial, punto de lanzamiento, el bloque tiene una rapidez inicial asi que podemos decir m' Yo ﬁ
que existe energia cinética inicial. En el punto final, maxima compresion del resorte, la velocidad del / I;.—

. . e ags . . . .0
bloque es cero. En este punto ya no existe energia cinética pero como ya esta comprimido el resorte, 1 20m
entonces, existe energia potencial elastica asociada al sistema resorte-bloque. IM

Ar |

De esta forma, el balance de energia es: E, = U

Sustituyendo los términos y despejando |A7|, tendremos la maxima compresion del resorte por efecto del bloque:

_ m|B,|? _ k|AF|? S5 [miBel? _ [(3.0)(3.0)2 _
Eko =U; ... - =5 - |A7| = ’—k = ’—(5.0) =232m

B) Segundo caso. (Resorte vertical)
Considerando el balance de energia: Ey, + Us, + Uy, = E) + Us + Uy

En esta ocasion existe un cambio de posicién en la vertical, por lo que debemos de colocar un punto de referencia. Se
elegira y = O m en el punto de maxima compresién, por lo tanto Ug = 0 J.

En el punto inicial, punto de lanzamiento, el bloque tiene una rapidez inicial asi que podemos decir
que existe energia cinética inicial ademas de una energia potencial gravitacional inicial debido a
nuestro punto de referencia. El valor para yo corresponde a 2.0 m mas lo que se comprima el
resorte, yo = 2.0 + |A7].

En el punto final, maxima compresién, ya no se puede asociar energia cinética pues el bloque esta
detenido. Ya no se puede establecer la existencia de un término de energia potencial gravitacional
porque ahi esta nuestro punto de referencia, y = 0 m. Sélo existira energia potencial elastica.




De esta forma, el balance de energia es: Ey, + Uy, = Us

Sustituyendo los términos obtendremos una ecuacién cuadratica que serd resuelta para determinar la maéaxima
compresion del resorte por efecto del bloque.

312 212 2 212
Ey, + Uy, = Us 2L 4 mgy, =58 CDOD 4 (3.0)(9.81)(2.0 + |ar]) = E2EL
13.5 + 58.86 + 29.43|A7| = 25|A7|> ... 72.36 + 29.43|AF| — 2.5|AF|2 = 0

|A7], = 13.86m  |AP], =—2.09m

Tomaremos como respuesta el valor positivo debido a que el objeto recorre en la vertical una distancia mayor a dos
metros, recuerda que yo = 2.0 + |A7|. Observa que si tomamos como respuesta el valor negativo, el bloque recorreria un
valor de —0.9 m, lo cual carece de todo sentido.

Ejercicio 6. Un resorte de constante de fuerza k = 300N/m, se comprime 0.50 m por un bloque de 1.00 kg.
Posteriormente, el bloque se suelta y este se mueve por una superficie horizontal sin friccion, hasta llegar y
subir por una rampa elevada 40°. Determina, en metros, la altura que alcanza el bloque antes de pararse y
regresar por la rampa.

Para calcular la altura maxima alcanzada en la rampa por el bloque, emplearemos el principio de conservaciéon de la
energia.

La figura 1 muestra los dos instantes de interés en el problema. Instante 1, cuando el resorte estd comprimido y el
bloque esta a punto de ser empujado a la derecha por el resorte. Instante 2, cuando el bloque se encuentra en la altura
maxima de la rampa.

) & @ b) o @

Posicion de
Equilibro

Posicion de
Equilibro

K =300 N/m K =300 N/m

m=1.00kg

0.50m i

Figural. Planteamiento del sistema de estudio, a) bloque en el punto inicial antes de dirigirse hacia la rampa, b) bloque
en el punto mas alto de la rampa.

m=1.00kg

Analisis de la energia del sistema

Podemos calcular la energia mecanica, Enm del sistema en cada uno de los instantes de interés, considerando el suelo
como y:= 0.0 m. Asi, podemos representas Ug como energia potencial gravitacional, Ue como potencial elastica y K como

cinética.
a) Instante 1 b) Instante 2

Ug1 = mgy, Uy =mgy,

L, 2 1, 2

Ue,l = Ekxl UE,Z = Ek.XZ

1 2 2

K, = Emv1 K, = Emvz

Em,l = Ug,l + Ue,l + Kl Em’z = Ug’z + UE,Z + KZ



Posteriormente, analizamos los componentes de energia para cada instante. Instante 1: sabemos que y:= 0.0 m,
entonces Ugr= 0.0 J, y el bloque al estar en reposo presenta vi=0.0 m/s, por tanto K1=0.0 J. Para el instante 2: el resorte
no esta ejerciendo fuerza sobre el bloque, entonces Ue;= 0.0 J, y se encuentra en un punto de retorno sin rapidez, por lo
tanto K2=0.0 J.

Simplificando obtenemos:

a) Instante 1 b) Instante 2
Ugs =0 Ug2 = mgy,
Uey = 5 kx? Uy =0
K, =0 K, =0
Em,l = Ue,l Em,Z = Ug,Z

Principio de conservacion de la energia
La energia en el sistema se conserva, por lo tanto podemos enunciar que:
Em,l = Em,Z
Ahora bien, sustituimos las expresiones de energia del analisis anterior y obtenemos el siguiente desarrollo:

Ueqr = Ug,z

1 5
Ekx1 =mgy,

Para obtener la altura y2 despejamos la Gilltima expresion, obteniendo

_ kxf
Y2 = 2mg
Resolviendo numeéricamente:
(300 N/m)(0.5m)?

Y2 = 31.00kg) (081 m/s2) _ S o2 m

Ejercicio 7. Un objeto de peso 30 lbfuerza, se lanza por un plano inclinado 6 = 30° con una
rapidez inicial de 10 ft/s. A 12.5 ft de distancia del punto de lanzamiento existe un resorte
que sufrira una deformaciéon maxima de 0.5 ft por efecto del bloque. Sabiendo que el
coeficiente de friccion cinética entre el objeto y la superficie es ux = 0.20 determina:
a) ¢Cual es el valor de la rapidez del cuerpo un instante antes de chocar con el resorte?
b) ¢Cual debe ser el valor de la constante k del resorte?

a) La resolucién del ejercicio requiere de un balance de energia entre dos puntos. El primero de ellos sera el instante en
el que el objeto fue lanzado en direccién al resorte mientras que el segundo punto sera justo antes de tocar al resorte, es
decir, una vez que el objeto ha recorrido los 12.5 ft de distancia sobre la superficie del plano inclinado.

Si analizamos las energias y los trabajos implicados en este proceso, podemos establecer que en el punto inicial y final
habra energia cinética, Eca y Ecs, respectivamente, ademas del trabajo asociado con el peso del objeto y la fuerza de
friccién, tal que:

ECB—ECA=W|W|+W|f| ... (1)



Si recurrimos al cambio del trabajo asociado con el peso por el menos cambio en la energia potencial gravitacional:
Wiw = —AUg = —[Ug, — Uy, ... (2)
Y sustituimos la ecuaciéon 2 en la ecuaciéon 1, tenemos:

Ecp — Eca = —[Ug, = Ug, ] + Wy .. (3)

i
Para determinar el trabajo de la fuerza de friccion, es necesario recurrir al diagrama de cuerpo libre para determinar la
magnitud de esta fuerza.

¥

N ZF, =N —wcos30=0 ... (4)

mg sen 30°
mg cos 30°, x ZFx = wsenf — fk =ma (5)

Recurriendo a que la magnitud de la fuerza de fricciéon se obtiene de multiplicar la magnitud de la fuerza normal por el
coeficiente de friccion, tenemos:

|f| = urN = prwcos30
Dado que la fuerza de friccion es constante, entonces podemos establecer que el trabajo de esta es:

W|f| = |f|dcosa > W|f| = (ugwcos30)dcosa ... (6)

En donde a representa el angulo que forma la fuerza de friccién y el desplazamiento del objeto, d, que en esta situaciéon
es de 180.0°, tal que:
W|f| = (ugwcos30)dcos180.0 = W|f| = —(uwcos30)d ... (7)

Sustituyendo la ecuacién 7 en la ecuaciéon 3 tenemos:

ECB - ECA = —[U

95 — Ugal — (pwcos30)d ... (8)

Cambiando los términos de energia cinética y energia potencial gravitacional:

wrg  wvi

20 29 = WYB + wy, — (urwcos30)d ... (9)
Eliminando el peso en la ecuacién 9:
Vi _ Vi _yo 4y~ (u.cos30)d (10)
29 29 VBT YaT Uk

El término —ys + ya representa el cambio en la altura del objeto cuando el objeto se desliza por el plano inclinado, el cual
puede analizarse como el cateto opuesto de un tridngulo rectangulo cuya hipotenusa es d, tal que:

v i

ﬁ - ﬁ = dsen30 — (uxcos30)d .. (11)

Si despejamos de la ecuacién 11 el término vs y sustituimos los valores correspondientes en la ecuacién resultante,
tendremos la rapidez del bloque un instante antes de chocar con el resorte.

vg = /2gd[sen30 — (u,cos30)] + v2

vp = /2(32.2ft/s2)(12.5ft)[sen30 — (0.20)(cos30)] + (10ft/s)?

vg = 19.1 ft/s



b) Para conocer el valor de la constante k del resorte, retomaremos la ecuacioén 1 e incluiremos un término del trabajo
que realiza el resorte, We, para detener el bloque que esta en movimiento, pero ahora el punto A sera en el instante en el
que se comienza a comprimir el resorte y el punto B estara referido en la maxima compresion.

ECB—ECA=V|/|W|-I-W|};|-|-VV‘,,3 ... (12)
Conservamos el trabajo del peso y de la fuerza de friccion porque estas fuerzas siguen actuando sobre el bloque.
Si sustituimos las expresiones encontradas en la ecuacion 2 y 7 en la ecuacién 12, tenemos:

ECB - ECA = —[U

95 — Ug,] — (uxweos30)d + W, ... (13)

Dado que el trabajo asociado con la fuerza ejercida por el resorte puede verse como:

kAx?
2

W, = —AU, = —

En donde el término Ax representa la compresion que experimentara el resorte por efecto del bloque.

Ahora podemos cambiar el término de trabajo asociado con la fuerza del resorte de la ecuaciéon 13:

kAx?
2

Ecg — Ecy = —[Uy, — Ug,] — (ugwcos30)d — ... (14)
Cambiando los términos de energia cinética y energia potencial gravitacional, tenemos:

kAx?
2

wvg  wvj
29 29

= —wyg + wy, — (uwcos30)d — ... (15)

Si consideramos que la maxima compresion del resorte sucede cuando el bloque se detiene, entonces la vs sera igual a
cero.

kAx?
2

wvj
~ g = WYB T WYa— (upwcos30)d —

... (16)

En la ecuacién 16 podemos asumir que el término —ys + ya, que representa el cambio en la altura del objeto cuando se
da la compresion del resorte (Ax), es el cateto opuesto de un triangulo rectangulo cuya hipotenusa es Ax. Ademas, el
desplazamiento asociado al trabajo de la fuerza de friccién, d, coincide con la longitud de compresién del resorte, tal
que:

wvi

e = w(Axsen30) — (uwcos30)Ax —

kAx?
5 ... (17)

Si despejamos de la ecuacién 17 el término k y sustituimos los valores correspondientes en la ecuacion resultante,
tendremos el valor de la constante del resorte.

wvi

2
k= [E + w(Axsen30) — (,ukWCOSBO)Ax]

k 2 (3Olbfuerza)(19-1ft/5)2

= a7 2easroey T (301bsyerza ) (0.5ft) (sen30) — (0.20)(301bgyerzq ) (c0530)(0.5 ft)]

Ib
k = 1398.75 —Luerz
ft



() (A7) (a)

Ejercicio 8. Un nifio y una nifna participan en un juego en que tratan de “encestar” en
una pequeiia caja colocada en el piso, una canica de masa m = 100 g, lanzada desde un
juguete que se carga con un resorte de constante k = 15 N/cm y que esti montado
sobre un gran bloque (ver Figura).

La caja esta a 2.20 m horizontalmente desde el borde del bloque. En su turno, el nifio comprime el resorte
1.10 cm, pero la canica cae 27.0 cm antes del blanco [ver punto (B) en la Figura]. ¢Cuanto debe comprimir la
nifa el resorte, para dar en el blanco [punto B’]?
El ejercicio propone encontrar la magnitud adecuada del desplazamiento del resorte (compresion del resorte), para que
la canica alcance una velocidad inicial de lanzamiento horizontal tal que, le permita describir una trayectoria parabélica
que finalice adentro de la caja.
En la presente propuesta de resolucion, que desde luego no es la tinica forma de abordar este problema, se hara uso de
la ecuacion (i) conocida como el Principio de Conservacion de la Energia Mecanica, en combinacién con las ecuaciones
de cinematica que describen el tiro parabélico (ecuaciones ii, iiiy iv).
ECUACIONES EMPLEADAS EN ESTA RESOLUCION:
Principio de Conservacion de la Energia Mecanica:

Kf+USf+Ugf =Kl+USl+Ugl (L)
Las formas de energia mecanica se evalian para un estado final fy uno inicial i

donde

- e sge 1
la energia cinética: K = Emv2

la energia potencial del resorte: U = %kx2

la energia potencial gravitacional: U; = mgy.

Empleando un sistema coordenado cartesiano con el eje cartesiano x horizontal y creciente a la derecha mientras que el
eje cartesiano y es vertical y creciente hacia arriba, las ecuaciones del movimiento proyectil seran:

Xp—x;= AX =y t .. (i)
1,
Yr—yi=Ady=vyt—-gt .. (i)
Vry = Vi — gt .. (iv)

En la Figura 1, se han senalado los puntos (A) y (A") para las posiciones de compresion del resorte que logran el nifio y
la nina, respectivamente. Asi mismo, se incluyen los puntos (B) y (B’), para el alcance del tiro parabélico logrado por el
niflo y por la nifla, también respectivamente.

Intuitivamente podemos pensar qué, si la nifla comprime mas el resorte, habra almacenado mayor energia potencial, lo
que dara como resultado una mayor velocidad inicial de lanzamiento y por lo tanto un mayor alcance horizontal. Esta

hipétesis la comprobaremos al resolver el problema.

Iniciaremos con el analisis de Conservaciéon de Energia Mecanica entre el punto (C) donde el resorte se encuentra
comprimido y el punto (A) de lanzamiento de la canica (donde el resorte vuelve a su estado relajado).

KC+USC+UgC=KA+USA+UgA ...(1)



. PR . 1

Note que cuando el resorte se comprime, la energia cinética de la canica es nula K; = Emv2 = 0; una vez que el resorte se

relaja, la energia potencial es nula Uy, =-kx? =0, y las energias potenciales gravitacionales inicial y final son iguales
) SA 2 )

Ugc = Uga. La expresion resultante queda:

1 1
Smj = Ekx2 ... (2)

kg m(wo cm
sZcm

1 1m ) -2 — m
o 252 (110x1072m) = 1.347 7 .. (3

Aunque pudiéramos continuar el analisis con el Principio de Conservaciéon de Energia Mecanica, optaremos por hacer
un repaso de tiro parabolico. El que logra el nifio con la canica, que va del punto inicial (A) hasta el punto final (B) tiene
un alcance horizontal (2.20 - 0.27) m = 1.93 m

Es de notar que ambos tiros parabdlicos, el del nifio y el de la nifia, parten de la misma altura, por lo que y, =y, . Las
ecuaciones de tiro parabdlico nos permitirdn conocer el tiempo de vuelo y la altura del bloque, y,. Recuerde que la
velocidad inicial v, sé6lo es horizontal.

Xp—X4=Ax=v,t ... (4)
p=3202020m _ g 433 .. (5)
1.347?
— — 1 .2
Yp—Ya= By=vy t—-gt - (6)
_1 .2_1 m 2 _
Ya = 39t* =3(981 3)(14335)* = 10.07m o (7

iVaya altura a la que estan jugando estos nifios! Como ambos tiros parabélicos parte de la misma altura, y estan sujetos
a la misma aceleracién de la gravedad g (ver ecuacion iv), tienen por lo tanto el mismo tiempo de vuelo. Por lo tanto:

Xp— X4 = AX' =vy t ... (8)
2.20m m
Vg = Vpy = o= 1.535 . ...(9)

Un procedimiento de analisis de Conservaciéon de Energia Mecanica (similar al de las ecuaciones 1 y 2) para la
compresion del resorte que hace la nifia, nos conduce a:

KC+USC+UgC=KA'+USAl+UgA' e (].O)

Y a la ecuacién donde esta el desplazamiento adecuado para comprimir el resorte

1 1,
Emvf' = Ekx2 ... (11)

Resolviendo para esta incoégnita

x= By, =
= [Zva =

Con esta respuesta corroboramos nuestra hipétesis inicial: la nifia debe llevar a cabo una mayor compresion del resorte
para “encestar” a la caja que se encuentra a una distancia horizontal de 2.20 m del punto de lanzamiento.

—1222’,‘,}(01;2’;‘1) (15352) = 00125 m = 125 cm . (12)

s2em\ 1m
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F(x)
Ejercicio 9. Un protéon con masa de 1.67x10-27 kg es impulsado inicialmente a 3x105 m/s

hacia un nicleo de oro que estdi a 1 m de distancia. En concordancia con la ley de
Coulomb, el proton es repelido por el nicleo con una fuerza de magnitud:

F(x) = c/x? . .

Nucleo de oro Froton

donde x es la distancia del niicleo de oro al protén y ¢ = 1.82 x 10-26 N m2. Calcula:
a) La energia potencial, E;, del protén cuando estd a 5 nm de distancia. Considera que E, - 0 cuando x — oo.
b) La rapidez que tiene el protén cuando esta a 8A del niicleo.
c) La distancia minima de aproximacion del protdn al nicleo.

a) La fuerza es conservativa y se relaciona con la energia potencial mediante:

F(x)=—-—-t .. (1)
Entonces

c x~1 c
Ep(x) =—fF(x)dx=f—2dx=—c—+k=—+k
X -1 X

donde k es la constante de integracién. Esta se obtiene tomando en cuenta el valor de la energia potencial cuando x
tiende a infinito, a distancias grandes:

. — . C —
limy o Ep(x) = )%L_)rg o + k] =0
por lo que ¢ = 0. Para cualquier valor de x, la energia potencial del protéon es:
=<
Ep(x) = < .. (2)
Cuando x=0 5 nm = 5x10—9 m:

E,(5x107° ——1'82“0_26 Nm? _ 3.64x10718J
p (5% m) = 5x10~°m =20

(b) Por el teorema del trabajo y la energia, el trabajo W se relaciona con los cambios de energia cinética entre los estados
inicial (i) y final(f) mediante:

1 1
W=AEC=Ec,f—15c,i=Emvf2—;mvi2 ... (3)

Es decir:

8x10™1%m 1 1
W=f F(x)dx =-mv? — =mv?
1m 2 2

donde la rapidez inicial es 3x105 m.

J-leo’“’ c

1m

" F(x)dx = < =-228x10"17J @)

8x107m 1m

Por lo tanto:
_ 1 _ 2
-2.28x10717J = E(1.67x10 27 kg)[vf — (3x10°m/s)?]

de donde

vy = 250508 m/s

11



Nota: Dado que la fuerza es conservativa, también se cumple que el trabajo es igual a menos el cambio de la energia
potencial:

W = —AE, ... (5)
por lo que, de (3) y (5), se llega a:
—AE, = AE, ... (6)

Al calcular —AE, con la ecuacion (2) se obtiene nuevamente (4) y al sustituir en (6) se obtiene el mismo valor que antes,
vy = 250508 m/s.

(c) Este problema se puede resolver tomando en cuenta que la energia mecanica es constante durante el proceso cuando
las fuerzas que actian sobre el sistema son conservativas. A partir de (6):

_Ep.f + Ep,i =L — EC,i
Ec,i + Ep,i = EC,f + Ep,i

La energia mecanica se define como la suma de la energia cinética mas la energia potencial, E = E; + E},, y se conserva
pues

Cuando x= 1 m y usando (2):

1
E = Emuf +E,(1m) = 7.52x107* J

Cuando x = xmin, €l valor minimo de la posicion, la velocidad vale cero pues alli cambia de signo porque el protén se
regresa y empieza a alejarse del nucleo, y vmin= 0 m/s:

Cc

Ef = Ec,f + Ep(xmin) =
T min
Al sustituir Eiy Eren (7) y despejar xmin, Se obtiene:
Xmin= 2.42 A

Ejercicio 10. Una particula esta sujeta a la fuerza F= (x2 — y2,4xy) donde la posicidon x, y esta en metros y la
fuerza esta en newton.
a) Encuentre el trabajo realizado por la fuerza sobre la particula, cuando ésta se mueve del punto (0, 1) m
al punto (3, 4) m siguiendo alguna de las siguientes trayectorias:

Trayectoria 1) Se mueve paralela al eje y, del punto (0,1) m al punto (0,4) m, y posteriormente se
mueve paralela al eje x, del punto (0,4) m al punto (3,4) m.

Trayectoria 2) Se mueve paralela al eje x, del punto (0,1) m al punto (3,1) m, y posteriormente se
mueve paralela al eje y, del punto (3,1) m al punto (3, 4) m.

b) Con base en esta informacidén, indique si la fuerza es no conservativa.

a) Puede ser muy util graficar las trayectorias como apoyo para hacer la parametrizacion. Ambas trayectorias se
muestran a continuacion: v

: Fin

Trayectoria 1

[

Iniclo g
c Trayectoria 2 12




La trayectoria 1 se separa en dos segmentos para su estudio: el primer tramo, que es una trayectoria vertical, y el

segundo tramo, que es una trayectoria horizontal.

La parametrizacion del primer tramo de la trayectoria es:

(%, y) m = (0, s) m donde el parametrosvades=1mas =4 m.
La parametrizacion del segundo tramo de la trayectoria es:

(%, y) m = (s, 4) m donde el parametrosvades=0mas =3 m.

El trabajo del primer tramo resulta:

S=4 S=4 dx dy
Woramor = | G2 =y ) -di = [ (02 = 92,40))) - (55,52 ds
s=1 s=1 S as
S5=4 d d S=4
— _ 2 0 — — _c2 .
Weram _Ll( 52,0) (dso,dss)ds Ll( $2,0) - (0,1)ds

S=4 S=4
Wieramor = f ((=s2)(0) + (0)(1)) ds = f 0ds = 04J
S=1

S=1

Mientras que el trabajo del segundo tramo da como resultado lo siguiente:

§=3 5=3 dx dy
Weo = [ G2=yhax)-di= [ (67 - @ra0®)- (F.5)ds
$=0 $§=0 ds'ds
5=3 d d S§=3
Wiramoz = f (s?—-16,16s) - (—s,—4—) ds = f (s?2—16,16s) - (1,0)ds
5=0 ds "ds 5=0

s=3
=-39J

s=0

§=3 5=3 S3
Wiramoz = ((s2=16)(1) + (165)(0)) ds = f (s?—16)ds = (—— 16s>
5=0 5=0 3

Y el trabajo que ejerce esta fuerza sobre la particula en la trayectoria global, esta dado por

ngobal,trayecto‘rial =Wiram + Wi =0+ (-39J)=-39J

De una manera analoga, la trayectoria 2 se separa en dos segmentos para su estudio: el primer tramo, que es una

trayectoria horizontal, y el segundo tramo, que es una trayectoria vertical.
La parametrizacion del primer tramo de la trayectoria es:

(¢, yy m = (s, 1) m donde el parametrosvades=0mas =3 m.

La parametrizacion del segundo tramo de la trayectoria es:

(¢, yy m = (3, s) m donde el pardmetrosvades=1mas =4 m.

El trabajo del primer segmento resulta:

Weramor = [y O = y2, 4xy) - di = [0 ()2 — (D%, 4()(D) - (£,2) as

§=3 d d S=3
Wiram = Jyog (52 = 1,45) - (5-5,5-1) ds = [;-'(s? = 1,45) - (1,0)ds

s=3
=6J

s=0

We = [0 - D) + @) ds = [52s2 ~ 1 ds = (S -5)
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Mientras que el trabajo del segundo segmento da como resultado lo siguiente:

S=4 . S=4 dx dy
Wiramoz = f (xz - }’2'430’) dr = f ((3)2 - (5)2' 4(3)(5)) : (d_;_) ds
s=1 s=1 s’ ds
S5=4 ) d d S=4 5
Woam = fs=1 (9 —s%,125) - (EB,%S) ds = L:1 (9 —5s2%,125) - (0,1)ds

5=4

S=4
Wiam = f ((9=s2(0) + (125)(1)) ds = f 12sds = 652|324 =90J
S=1 S

=1
Y el trabajo que ejerce esta fuerza sobre la particula en la trayectoria global, esta dado por

ngobal,trayecto‘ri = Wiramor + Weram =6J+90J=96J

b) Al comparar ambos resultados, se aprecia que arrojan resultados distintos. Esto significa que el trabajo realizado
depende de la trayectoria elegida, y no Ginicamente de los puntos inicial y final. Esta es la propiedad de una fuerza no

conservativa.

Notese que, si el trabajo en ambas trayectorias hubiera arrojado el mismo resultado, entonces no podriamos afirmar
nada acerca del caracter conservativo de la fuerza. Tendriamos que demostrar que da el mismo resultado para cualquier

par de trayectorias, no solamente para las dos que ejemplificamos.
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