UNIDAD 10. DINAMICA DE LAS ROTACIONES

Ejercicio 1. Se desea mover una tuerca que esta en una pared vertical colocando una llave de R
forma horizontal, como se muestra en la imagen. Si la llave mide 20 cm de longitud y se aplica

una fuerza de 100 N verticalmente hacia abajo en el extremo de la llave que es opuesto a la

tuerca, determine la magnitud de la torca.

La torca es un vector que puede determinarse con el producto cruz entre el vector “brazo de palanca” y el vector fuerza
aplicada, de forma que:
T=7xF

Como en el ejercicio se solicita la magnitud de la torca, entonces la ecuacion anterior puede reescribirse:
17| = |F||F|sen6
Siendo theta el angulo entre el vector brazo de palanca y el vector fuerza aplicada.

Considerando que la magnitud del vector brazo de palanca corresponde a la distancia entre el punto en el que se aplica
la fuerza y la tuerca, entonces:

|7] = (0.20 m)(100 N)sen90 = 20 Nm

Ejercicio 2. Una persona cambia la llanta de su auto utilizando una llave de mano. Como

las tuercas estan apretadas utiliza su pie y apoya todo su peso sobre el extremo de la llave hari ;
de mano, para asi lograr aflojar las tuercas. La llave de mano tiene una longitud de 25 cmy "™\
se coloca como se muestra en la imagen. Calcule el vector torca que se produce sobre una
de las tuercas cuando la persona la afloja. Considere que la masa de la persona es de 90 kg.

Para comenzar a resolver este ejercicio es necesario recordar la definicién de torca:
,
T=7XF

Lo que podemos apreciar es que la torca es un vector, ya que proviene de un producto cruz entre dos vectores. Es por
ello, que para poder resolver este ejercicio es necesario colocar un sistema de referencia y ubicar los dos vectores
participantes en dicho sistema. ; .

Peso

dela %!
Se escoge colocar el sistema de referencia en donde esta la tuerca, por lo ==\
tanto, se trasladan los vectores al origen de este sistema de referencia para

poder realizar el producto cruz.

Para realizar el producto cruz es necesario conocer las componentes cartesianas de estos vectores:

7 = 0.25 m(—co0s20,sen20)

F = (90 kg)(9.81 m/s?)(sen10, —cos10)

Entonces se procede a realizar el producto cruz para obtener el vector torca

i j k R
7= —0.25mcos20 0.25msen20 0| =0i—0f+ 191.15Nm k
(90 kg)(9.81m/s?)sen10 —(90 kg)(9.81m/s?)cos10 0

7(0,0,191.15)Nm

|| = 191.15 Nm



Ejercicio 3. Se encuentra colgando del techo una barra metalica de longitud L = 2.50 m y masa m = 3.50 kg. La
forma en que esta suspendida de forma horizontal es a través de un par de cuerdas verticales que sujetan sus
extremos (ver Figura 1). Considere que, en un cierto instante, una de las cuerdas verticales, por ejemplo, la del
extremo de la derecha, se corta.
a. Determine la aceleracion lineal con que cae el extremo B de la barra, inmediatamente después de cortar
la cuerda.

b. ¢Sera el valor de la aceleracion lineal en ese instante igual a g? ¢Por qué?

Inicialmente la barra esta en reposo. En el momento que se corta la cuerda del extremo derecho, actia un momento de
torsion neto 7 sobre la barra, cuyo punto de pivote se encuentra en el extremo A, como se muestra en la Figura 2.

f----_f
A] ! )!B

5

pivote para el giro

Figura 1. Barra metalica suspendida en forma horizontal
por cuerdas verticales en sus extremos

fuerza de gravedad

Figura 2. La barra metalica en el instante en que se ha
cortado la cuerda vertical que soporta el extremo de la
derecha - extremo B-.

La presente propuesta de resolucién incorpora los siguientes temas incluidos en el Curso de Fisica 1: centro de masa,
CM, de la Unidad 7, aceleracién angular ¢, de la Unidad 9 y momento de torsién neto r que es tema de la Unidad 10.

El vector momento de torsién neto 7, es el resultado del producto vectorial del vector de posicién conocido como brazo de
palanca 7 y el vector de fuerza neta F, aplicada en el punto del brazo de palanca:

T=7XF .. (1)
La fuerza neta en este caso es la fuerza de gravedad, que actua sobre la barra y si podemos considerar que la barra es

simétrica y uniforme y por lo tanto su masa esta concentrada en su centro de masa, ubicado en el puntor =L/2, la
magnitud del momento de torsién en el instante en que se libera el extremo B de la barra es

— =T L L
[T] = |F| |[F|sen 6 = r, F; = (E) (mg) = % ... (2)
ya que ambos vectores involucrados son perpendiculares entre siy 6 = 90°, por lo que sen 90° = 1.

La aceleracion angular inicial adel movimiento circular de la barra, en torno al pivote en el extremo A, se puede
relacionar con la aceleracion lineal a del extremo B, que es la pregunta de este problema, por medio de la ecuacién (3)

a= La ... (3)
Ademas, la aceleracién angular a, también tiene que ver con el momento de torsion 7, a través de la ecuaciéon del
movimiento de rotacioén (4)

[T = Ia .. 4

donde el momento de inercia I, definido como I = [ r2dm y que aplicado a la barra delgada que gira alrededor del punto
pivotal A, da como resultado
I=ml? .. (5)

Combinado las ecuaciones (2) y (4) y sustituyendo la expresion (5) del momento de inercia de la barra se obtiene

ngL = Ja = GmLZ) (%) ... (6)



En la ultima parte de la igualdad ya se ha incorporado la relacién entre la aceleraciéon angular o con la aceleracion lineal
a de la ecuaciéon (3), ya que no debemos perder de vista que estamos buscando la aceleracién lineal con que cae el
extremo B de la barra.

Simplificando y cancelando elementos comunes de ambos lados de la igualdad se obtiene

@

Por lo que

3 3 m m
a=32g=2(9815)=147% . (8)
Para responder la segunda pregunta de este ejercicio vale la pena comentar que, aunque el valor numérico de la
aceleracion a pudiera sorprendernos, ya que podriamos haber supuesto que la aceleracion alcanzada por el extremo B
de la barra no puede ser mayor al de la caida libre, g, esto sucederia si ambas cuerdas se hubieran cortado
simultaneamente, entonces a = g.

El resultado a = 3/2 g cobra validez si analizamos que toda la fuerza de gravedad esta actuando sobre la barra y el
extremo en A permanece fijo. Entonces la aceleraciéon del extremo B no se debe sélo a la caida libre, sino que hay que
adicionar una aceleracién por el giro de la barra.

Ejercicio 4. Una cuerda ideal aplica una fuerza tangencial de 18 N a una polea que gira libremente a una
distancia de 7 cm desde su eje de rotacion. A la vez, esta polea hace girar un disco de 35 cm de radio unido a
ella. Si la masa de todo este conjunto es de 2.4 kg y la cuerda no se desliza, calcule la rapidez angular del disco
al cabo de 5 s asi como la rapidez tangencial del disco y de la polea

En este caso como se desprecia la friccién, la fuerza constante que aplica la cuerda implica que la torca de esta fuerza
también sera constante, posibilitando la aplicacion de las ecuaciones que involucran aceleracién angular constante. La
fuerza tangencial acttia en la direcciéon de la cuerda, por lo que la linea de fuerza es tangente a la polea y asi el brazo de
palanca sera el radio de ésta.

La rapidez angular inicial (wg) es cero puesto que este sistema parte del reposo, por lo que

w=at
Por otra parte, ya que en este caso el brazo de palanca y la fuerza aplicada son perpendiculares entre si, la magnitud de
la torca total (r) de esta fuerza es

T=Fr=Ia

Despejando la celeridad angular de esta ecuaciéon y considerando a todo este sistema como un solo disco uniforme con
momento de inercia I = Y2 MR2, se obtiene:

Fr 2Fr
a="=
I~ MR?
De este modo, la rapidez angular es
__ 2Fr _ _ 2(18N)(0.070 m) _ rad
W=yt = (2.4 kg)(0.35 m)? (5.05) =43 s

En el caso de la rapidez tangencial del disco y de la polea.

Para el disco: v;_gqis = Rw = (0.35 m) (43 rad) =15 ?

S

Para la polea: v;_p, = 1w = (0.070 m) (43 %) =3.0 %



%

Ejercicio 5. Un cilindro sélido uniforme tiene un radio R, una masa m y una longitud L. Calcule el ( J[ )
momento de inercia del cilindro con respecto a su eje central (el eje z de la figura)

2 Es conveniente dividir el cilindro en carcasas cilindricas, cada una de radio r, espesor dr y
una longitud L, como se muestra en la siguiente figura.

El volumen dV de cada carcasa es su area de seccién transversal multiplicada por su longitud:
dV =dAL = Qnardr) L

. m
La masa por unidad de volumen es: p = v

Entonces la masa de este elemento de volumen diferencial es: dm = pdV = p(2ardr)L

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion que define al momento de inercia se obtiene la siguiente expresion:
— (2 — 30, — R 3, _1 4
I'=[r?dm= [p2nlridr = p2nL [ r3dr = mpLR

Como el volumen total del cilindro es:

V = nR?L
Entonces:
_m__m
P=v =71

Sustituyendo este valor en la expresion obtenida para el momento de inercia:

m
TR?L

I=2npLR* =1n - LR* = ImR?
2 2 2

Ejercicio 6. Un cilindro uniforme sdlido con masa de 8.25 kg y diametro de 15 cm gira a 220 rpm sobre un eje
delgado sin friccion que pasa a lo largo del eje del cilindro. Se disefia un freno de friccion sencillo para detener
el cilindro empujando el freno contra el borde exterior con una fuerza normal. El coeficiente de friccion cinético
entre el freno y el borde es de 0.333. ¢Qué fuerza normal debe de aplicarse para detener el cilindro después de
girar 5.25 revoluciones?

Determinemos primero el momento de inercia del cilindro:
I = MR? = I =2(825kg)(0.075 m)? = 0.0232 kgm?
Ahora realicemos la conversion de la velocidad angular inicial de 220 rpm a rad/s.

wy = 220 22 (2120) (””—m) = 23.03 rad/s

min \ 1rev 60s

Sabiendo que se desea que el sistema se detenga a las 5.25 revoluciones, o bien, a los 32.98 radianes, podemos
determinar la aceleracién angular segun:

w?-wy® _ —(23.03rad/s)?

2 _, 2 _
w* = wy* + 2aA0 = a=
0 2080 2(32.98 rad)

= 8.04rad/s?

Como el cilindro se detiene por efecto de una torca cuya magnitud es el producto de la fuerza de friccion y la distancia
del centro del cilindro a su superficie, podemos igualar dicha magnitud con el producto del momento de inercia u la
aceleracion angular para obtener la magnitud de la fuerza normal.

2 2
la = /tNR N N = la _ (0.0232 kgm?)(8.04 rad/s?) — 746N
UR (0.333)(0.075 m)




Ejercicio 7. La compuerta de un rector tiene una tapa que se activa mediante una manivela con volante circular.
Para que el producto en el rector no se vea afectado, se necesita que el compartimiento alcance una rapidez
angular de 520 rev/min, durante un intervalo de 10.40 s, partiendo del reposo. Determina la torca que se debe
aplicar para cumplir con el requisito, sabiendo que el momento de inercia del volante es de 3.25 kg m?.

Utilizaremos la definicion de la torca, analoga a la segunda ley de Newton:
Y1, =la, .. (1)

En donde z es el eje perpendicular al movimiento rotacional. Para emplear la ecuaciéon uno, requerimos conocer la
magnitud de la aceleracién angular, la cual sera calculada a través de la ecuacién 2, dado que sera una celeridad
promedio.
_ Wz—Wzpo
a; == ... (2)
Asi, es posible sustituir la ecuacién 2 en 1, y obtener el valor de la torca que nos solicitan. Para realizarlo, cambiaremos
las unidades de la rapidez angular a rad/s.

w, = (520 rev/min) (%) (%

) =54.45rad/s

Sustituyendo 2 en 1

Y1, =12 ... (3)

Por ultimo, resolvemos 3 numéricamente para obtener el resultado

=17.02Nm
10.40s

Y1, = 3.25kgm? (W)

Ejercicio 8. Considere una rueda de 6.0 kg con radio de giro de 0.40 m a 300 rpm.
a) ¢Cual es el momento de inercia?
b) ¢Cual es su energia cinética rotacional?

PLANTEAMIENTO
a) Recordar que el momento de inercia, I, es la medida de la inercia rotacional del cuerpo de masa M y se define a partir
del radio de giro (1) alrededor de un eje como [ =mr2.

b) Para obtener la energia cinética de rotacion, es necesario el calculo del momento de inercia del inciso a) y conocer la
velocidad de giro alrededor del eje. En este caso las unidades deben ser consistentes con el SI, por lo que las
revoluciones por minuto (rpm) deberan expresarse en rad/s.

SOLUCION
A) I = mr?
I = (6 kg)(0.40 m)? = 0.96 kgm?

B) La energia cinética rotacional KE; = Y1 ?

rev /2mrad rad
w = 300 —( ) =10mr —
min\ 60s s
1
KE, = Elwz

2 2

1 rad kgm
KE, = (096 kgm?) (107‘[T) = 473.74

— =473.74J
S




Ejercicio 9. Una fuerza constante F, de 40 N se aplica tangencialmente al borde de una rueda de 20 cm de radio.
La rueda tiene un momento de inercia de 30 kgem?2. Calcule:

a) La aceleracion angular

b) Si se parte del reposo, la rapidez angular después de 4.0 s

c) El namero de revoluciones que ha dado en 4.0 s

d) El trabajo realizado sobre la rueda en 4.0 s

PLANTEAMIENTO
a) La aceleracion angular se obtiene con el momento de inercia (I) y la torca o momento de torsion (1). Considerando que
la rueda siempre gira alrededor de un eje y que la fuerza es tangencial, el angulo entre la fuerza y el eje de radio de giro

es 90°. 7=7xF ||7ll = I#ll|F||sen6 - t=rF,y por otro lado 7 = Ia

b) y c) Habiendo obtenido a, a través de las relaciones de cinematica, la condiciéon de que parte del reposo y el tiempo se
calculaw (4 s)y 6 (4 s).

d) Se puede utilizar el teorema del trabajo y la energia, considerando que no hay pérdidas por friccion. Asi toda la
energia cinética rotacional sera equivalente al trabajo realizado por la fuerza, o bien por la definicion W = 1 0.

SOLUCION
a)t=rF t=la T=T1
rF =la
L Gl PPV
I 30 kgm? s2

b) Llamemos w1 a la velocidad angular adquirida luego de 4 segundos
w(t) = wy + at

Siwo=0
w(t) = at

rad rad
w@®) = (02725) (45) = w; = 1.08722
c) Se obtienen los radianes que ha girado y posteriormente convertimos a revoluciones
w? = wi + 2a6

Siwo=0

_op_ (s
%] _T;_W_ 2.16 rad

1rev

0 = 2.16 rad (m) =034 rev

d) KE: = LIw2 o bien W =10

rad

1 1 2
KE, = 110% = (30 kgm?) (1.08 T) =1750J
W=16

rad

W = Iaf = (30 kgm?) (0.27°5) (2.16 rad) = 17.50J
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Ejercicio 10. Para la esfera sdlida que se muestra en la figura, calcula la velocidad del centro Y
de masa en la parte inferior de la pendiente yla magnitud de la aceleracion lineal del centro
de masa. h

1 9

La esfera inicia su movimiento desde la parte superior de la pendiente, con energia potencial U = mgh y energia cinética
K = 0 J. Si cayera verticalmente desde esa altura, tendria una velocidad lineal v = ,/2gh en el momento antes de golpear
el suelo.

Luego de rodar por la pendiente, la velocidad lineal del centro de masa de la esfera debe ser menor que ./2gh porque
parte de la energia potencial inicial U = mgh se convierte en energia cinética de rotacion en lugar de convertirse toda en
energia cinética de traslacion.

Considerando la energia cinética para un cuerpo que rota alrededor de un eje fijo:
K =2 Ipw?
K= %ICMwZ + %mRZw2
Comov=Rw = vcy=Rw

Por lo tanto:

1 1
K = EICMCUZ + EmVCMZ

Usando el hecho de que para el movimiento de rotaciéon puro (rodadura) la velocidad el centro de masa es, vy = Rw,
entonces se obtiene:

=1 vew)? 4 1 2
K_ZICM(R) +2MUCM

Desarrollando esto:

_1(Icm 2
K—E(R—z-l-m)UCM

Cuando la esfera llega a la parte mas baja del plano inclinado, el campo gravitacional ha realizado un trabajo igual a
mgh, donde h es la altura del plano inclinado. Debido a quela esfera parte del reposo desde la parte superior, su energia
cinética en la parte inferior debe igualar a ese trabajo realizado. Por lo tanto, la rapidez del centro de la masa en la parte
inferior del plano se puede obtener equiparando estas dos energias a través de la conservacion de la energia mecanica:

2 (7 +m) vew? = man
Despejando se obtiene:
1/2
2gh
Vem = T Iom
1+ RZ

P . . . 2
Para una esfera solida uniforme su momento de inercia es: [ = EmR2



Por lo tanto, la velocidad lineal del centro de masa es:

1/2
2gh 10 \¥?
Vem = 2 = (7gh)
ngZ
1+ mRZ

esta velocidad es menor que /2gh

Para calcular la aceleracion lineal del centro de masa, observamos que el desplazamiento vertical esta relacionado con el
desplazamiento en x a lo largo de la pendiente a través del teorema de Pitagoras aplicado al triangulo rectangulo que
representa el plano inclinado:

h = x senf

Por lo tanto, después de elevar al cuadrado ambos lados, podemos expresar la ecuaciéon anterior como:

, 10
Vem =7gxsen6

De cinematica se sabe que:
v =vo? + 2a(x; + %)

Entonces:
UCMZ =0+ ZaCM(x)

10
Vo2 - g% senf g

Acy = x = x = 7g senf

Estos resultados muestran que tanto la velocidad como la aceleracién del centro de masa son independientes de la
masa.



