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2.1 Escalares y Vectores

Una cantidad escalar se encuentra
completamente especificada por un valor
numeérico (magnitud) con unidades
apropiadas y no posee direccion.

De 8 ejemplos de escalares

Una cantidad vectorial esta descrita por
completo por un valor numérico con

unidades apropiadas y una direccion.
De 8 ejemplos de vectores



[ VECTOR

Es un concepto matematico util para describir
posicion, aceleracion, velocidad, fuerza,
cantidad de movimiento, etc. en 1, 2 y 3
dimensiones.

De manera grafica se les representa como
flecha, con un punto inicial (origen, cola) y un

punto fina (p“:taocy



[ Un VECTOR posee ]

m direccidon y

= magnitud (tamano, longitud, norma,
modulo), frecuentemente con
unidades.

La magnitud SIEMPRE ES UNA
CANTIDAD POSITIVA.



[Notaci(’)n Vectorial
Con una flecha encima o con negritas:
A A

Se emplean letras italicas o entre un par de
lineas paralelas cuando se refiere a la
magnitud del vector: A o |A]

| A



[Operaciones con vectores ]

= Suma vectorial

m Resta de vectores

= Multiplicacion

o Producto punto o escalar
o Producto cruz o vectorial

Las cuales son diferentes de las sumas, restas y
multiplicaciones ordinarias de numeros simples
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2.2 REPRESENTACIONES VECTORIALES.
Ejemplo de un

Vector de desplazamiento

La distancia que se viaja Una particula viaja de A a B
a lo largo de una trayectoria

es un escalar. ,
£l | . mostrada por la linea

(cambio de posicion) es
un vector.
El vector de

desplazamiento es la
linea solida desde A a B.

El desplazamiento es
Independiente de la
trayectoria que se tome
entre los dos puntos.




Vector de desplazamiento

posicion inicial

N

|

angulo de direccion ¥

\k_’v(__/

posicion final

Ejemplo: 2790 metros, £ 65° al este del norte (noreste)

8



VECTORIALES.

2.2 REPRESENTACIONES ]

Dos vectoresen 3-D

Ejemplo, en un Sistema
de coordenadas de 3-D,
ubique los vectores

A =(4.00, 2.00, 5.00) cm
B =(4.50, 4.00, 3.00) cm



2.2 Representacion de un
[ vector en 3 dimensiones

4

Un vector en tres
dimensiones tiene
= la magnitud

A A A= jA% A3+ A2

N

Los componentes A, , Ay Y A,
estan representados por los
lados de una caja
rectangular, construida
trazando perpendiculares de
la punta del vector a los
planos x—-y,Xx—-zyy-2z.




2.3 Componentes ortogonales
[de los Vectores

= Componente significa
‘parte”.

= Las componentes
ortogonales rectangulares R
son proyecciones alolargo
de los ejes X, V.

= Los vectores componentes
son los vectores gue
sumados vectorialmente dan .
la resultante.




2.4 lgualdad entre vectores

Dos vectores son
Iguales si poseen la
misma magnitud y la
misma direccion.

A=B siA=B Yy
apuntan a lo largo de
lineas paralelas

Todos los vectores
mostrados a
continuacidén son
iguales
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2.5 Perpendicularidad entre ]
[ vectores

= Ejemplo:
Los vectores componentes
A,y A, que se ilustran, son

proyecciones del vector A a
lo largo de los ejes x, .

= Recuerde gue los
vectores componentes
son los vectores que
sumados vectorialmente
dan el vector resultante. 13




[2.6 Paralelismo entre vectores ]

= Note que los siguientes vectores llevan la misma
direccidn.....se dice que son paralelos

b

i
o

2004 Thomson/Brooks Cole
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rAntiparaleIismo entre vectores -‘

—

Las particulas de toner &) ‘Estas dos particulas
ﬁJrrnan un hexigono que ejercen fuerzas opuestas.
mdea a una particula central. I g
o |
o9 @ &
* F; /I
kY
& o @r—i| @2
“-. ‘ra"
\ : F; // F,
& @/ @
Q& s
Cada contribucién de fuerza de
repulsion se aleja directamente
de la carga que la ejerce.

a) Micrografia electronica de barrido donde se ven particulas
de toner para impresora laser

b) Fuerzas eléctricas sobre la particula central, debidas a cada
una de las otras seis



2.7 Suma de vectores

En la suma de vectores debe tomarse en
cuenta sus direcciones.

Las unidades de las cantidades vectoriales
deben ser las mismas.

Se emplean dos métodos de suma:

Metodos graficos
o Se requieren dibujos a escala

Metodos algebraicos o por componentes

o Mas convenientes cuando se manejan varios
vectores y vectores en 3-D
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[Suma de vectores de desplazamiento

Dos 0 mas desplazamientos que se llevan a
cabo en forma sucesiva dan por resultado un
DESPLAZAMIENTO NETO, considerado
cComo la suma  vectorial de los
desplazamientos individuales

La suma de vectores recibe el nombre de
RESULTANTE.
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[Ejemplo de suma de vectores

Una lancha de motor que se mueve
desde una isla, tiene dos
desplazamientos. El primer vector
desplazamiento es de 2180 m al este
y el segundo de 1790 m al sur.

¢, Cual es el desplazamiento neto o
resultante?

18



Suma grafica de vectores, coninuacis

1) Seleccione una escala para su
dibujo.

2) Dibuje el primer vector A con la
longitud adecuada, en la direccion
especificada con respecto a un
sistema de coordenadas.

3) Dibuje el siguiente vector B
(tambien con la longitud apropiada, en
la direccion especificada con respecto
al sistema de coordenadas), cuyo
origen sea la punta del primer vector.

® 2004 Thomson/Brooks Cole

4) El vector resultante R se dibuja a partir del origen del primer vector
(cola) al final del ultimo vector (punta)

5) Mida la longitud de R y su angulo (regla y transportador) 19



[Suma grafica de vectores, fin. ]

= Para varios
vectores se repite
el proceso hasta
Incluir todos los
vectores.

7

= El vector resultante «
se dibuja desde el
origen del primer A
vector al final del o
ultimo vector. .



[Reglas para Suma de vectores ]

= Lasumaes
Independiente del
orden de adicion de
vectores
o Ley conmutativa de
la adicion
o A+B=B+A

21



Reglas para Suma de vectores

= Cuando se suman 3 0 mas vectores, la suma es
Independiente del modo en el cual se agrupan los vectores:
Propiedad Asociativadela Suma (A+B)+C=A+(B +CQC)

= Recuerde: en la suma de vectores, todos los vectores
deben tener las mismas unidades y ser del mismo tipo:
o No se pueden sumar, por ej. desplazamientos con fuerzas. ,




Negativo de un Vector
Concepto util para resta de vectores

Se define el negativo de un vector
como aquel que sumado con el vector
original, da como resultante cero.

o Se representa como —A
o A+(-A)=0
El negativo de un vector posee la

misma magnitud que el vector original,
pero apunta en direccion opuesta.

Es decir, es antiparalelo al primer vector
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[ Resta de Vectores

= Esuncaso
especial de la
adicion.

= Si se quiere restar
A — B, se puede
emplear A+(-B)

= Y continuar con el
procedimiento
usual de adicion de
vectores

C=A-B

® 2004 Thomson/Brooks Cole
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[ Vector de posicion, I

Es util para describer la posicion de un
o Punto,

o Particula

o Objeto en el espacio.

Debe elegirse un origen fijo y construir una
cuadricula de coordenadas.

Si la cuadricula es rectangular: se da la
posicion en coordenadas rectangulares de
posicion X, Y, z *



Sistema de Coordenadas
Cartesianas, 2-D

Llamado también y
sistema de
coordenadas o (x,9)
rectangulares.

Los ejes x- and y- se Q
Intersectan en el origen. (_3 4) .

Son ejes especificos (5,:3)
con nombre y escala.

Los puntos se etiquetan
como (X,y)

@ 2004 Thomson/Brooks Cole



[Sistema de Coordenadas Polares

Se muestra el origen y un
eje de referencia.

Un punto a una distancia
desde el origen en la .
direccion del angulo 6,
medido desde el eje de \
referencia. 0

Los puntos son
identificados como (r, 6) o



Cambio de coordenadas Polares
lineales a coordenadas Cartesianas (1)

= Note que se forma
un triangulo
rectangulo a partir
der y o

= El vector de posicidon

I tiene una magnitud
(hipotenusa) y una
direccion, dada por
el angulo @

|
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nos permiten establecer que,
para el triangulo mostrado:

Cambio de coordenadas Polares
lineales a coordenadas Cartesianas (2)

Las coordenadas X, y
forman los catetos del
triangulo rectangulo.

las definiciones de las

funciones trigonomeétricas

Seno y Ccoseno,

m X=rcosé@
m y=rsend

A

vector de posicion es
y=rsenf.

Yy [ La componente y del

| Elwvector de posicion r
“ sefiala del origen a
un punto P.

El dngulo # se mide en
sentido contrario al de
_——7 las manecillas del reloj
desde el eje x.

i

La componente x
del vector de posicion

esx = rcosf.




Cambio de coordenadas
cartesianas a polares (3)

m SiIr eslahipotenusay @ es
el angulo, auxiliandonos de la

funcidn tangente y
tanfd ==
X

r:\/x2+y2

» Siendo la ultima ecuacion el
Teorema de Pitagoras.

= FORMA BIEN ACEPTADA:

0 debe ser medido desde el gje
positivo X, en el sentido contrario de
las manecillas del relo;.
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Ejemplo

Las coordenadas cartesianas

de un punto xy sobre el plano 1 9/ \\

son (x,y) = (-3.50, -2.50) m. {

Encuentre las coordenadas L1 1 135
polares para este punto. L] | T}

| (-3.50, -2.50)
Solucion: T R

o . — -

r = X%+ y? =/(=3.50 m)? +(—2.50 m)* = 4.30 m

tang =Y - 220M _ 4714

X =-3.50m
0 =216°
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Recordatorio 2.3 Componentes ]
ortogonales de un Vector ()

= Componente significa
‘parte”.

= Las componentes
rectangulares son
proyecciones a lo largo de
los ejes X, .

2004 Thomson/Brooks Cole

m Los vectores componentes
son los vectores gue
sumados vectorialmente dan .

la resultante.



2.3 Componentes ortogonales
de un Vector (2) ]

0 A,y A sonlos vectores componentes de A

= A,y A, son escalares, y se les conoce como
componentes rectangulares de A

A = Acosd A A

Ay: Asing < A,

33



[Componentes de un Vector (3)

Para el triAngulo rectangulo de la lamina
anterior, si se requiere conocer la magnitud y
direccidon del vector A se emplea

A=A+ A A

34



Componentes de un Vector (4)

= Las componentes
rectangulares pueden ser
positivas o negativas y
tendran las mismas
unidades que el vector
original.

= Los signos de las
componentes
dependeran del angulo 6

A, negative

A, positive

Y

A, positive

A, positive

A, negative

A, negative

A, positive

A, negative

@ 2004 Thomson/Brooks Cole
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Ejercicio de Suma-Resta de ]
[ vectores por componentes

El ojo de un huracan se encuentra a 200 km de Miami,
con rumbo de 30° al sur del este. Un avidn de
reconocimiento esta inicialmente a 100 km al norte
de Miami. ¥ f

¢, Queé vector de
desplazamiento llevara
al avion al ojo del
huracan?

Miami

Huracan



[ Respuesta al ejercicio

Corrobore: para el vector de
desplazamiento

magnitud de C = 264 km

direccion del vector C : 49°
sur del este.

MMiami

Huracin



Resolviendo nuevamente el ejercicio:
Ley de Cosenos

En un triangulo, el cuadrado de cada lado es igual a la suma
de los cuadrados de los otros dos lados menos el doble
producto del producto de ambos por el coseno del angulo que

forman:

c’2=a’*+b?-2ab cosy

38




Ley de Senos

Los lados de un tridngulo son proporcionales
a los senos de los angulos opuestos.

sena _senf _seny

a b C

39




[ Vectores Unitarios (1) ]

= Un vector unitario es un vector adimensional de

magnitud exactamente igual a 1.
Y

= Se utiliza para especificar
una direccion y carece de
significado fisico.




Vectores Unitarios (2)

= Para representar estos vectores

se utiliza:
/A

1, ], K

= Los cuales forman un conjunto
de vectores mutuamente
perpendiculars u ortogonales.

(Cada vector unitario
es paralelo a un eje,
tiene magnitud 1 y
es adimensional.

41



[ Notacion vectores unitarios ]

= A, eslomismo que )
Aiy A, eslomismo JT _______
que A,j etc.

= El vector completo Aj
puede expresarse
entonces como

A=Ai+AjJ+AK )

42



Suma de vectores utilizando
[vectores unitarios

Determinar R =A +B
donde .

R=(Ai+Aj)+(B,i+Bj)
R=(A+B,)i+(A +B,)]
R=R, +R,

Porloque R,=A,+B, y R,=A, +B,

R
R=,/RZ+R 0=tan”

X

43



|

Representacion grafica de la suma
de vectores por componentes

rectangulares.

© 2004 Thomson/Brooks Cole

|
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Adicion de vectores empleando
vectores unitarios - 3 dimensiones

Determinar R =A+B
R=(Al+Aj+AK)+(Bi+Bj+BKk)
R=(A+B,)i+(A +B,)j+(A +B,)k

R,=A+B,+C,, R,=A +B +C, vy
I:QZ:'A\Z_l_BZ-l_C:Z
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Ejemplo resuelto

Una excursionista comienza un viaje al caminar
primero 25.0 km hacia el sureste desde su
vehiculo. Se detiene y levanta su tienda para pasar
la noche. En el seqgundo dia, camina 40.0 km en
una direccion 60.0° al noreste, punto en el cual
descubre una torre de guardabosque.

a) Determine las componentes del desplazamiento de
la excursionista para cada dia.

b) Determine las componentes del desplazamiento
resultante R, de la excursionista para el viaje.

Encuentre una expresion para R en términos de
vectores unitarios.
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Continua... T

Las componentes rectangulares 20

del primer desplazamiento A son: e

{
(ar

10

=20 lent

A = Acos(—45.0°) = (25.0 km)(0.707) = 17.7 km
A, = Asin(-45.0°) = (25.0 km)(-0.707) = -17.7 km
Y para el segundo desplazamiento B son:

B, = Bcos60.0° = (40.0 km)(0.500) = 20.0 km
B, = Bsin60.0° = (40.0 km)(0.866) = 34.6 km .



Continua... S

U

Care x(km)

10

=204 Ient +—

Para el desplazamiento resultante

R=A+B las componentes son:
R,=A + B,=17.7 km + 20.0 km = 37.7 km
R,=A,+ B,=-17.7 km + 34.6 km = 16.9 km

Y en forma de vectores unitarios, el desplazamiento total
queda:

R = (377 ,|\ + 1693 ) km 48



PARA PRACTICAR ]
[Vectores y piratas (no se entrega)




Ejemplo 3D

= Un mapa en la bitacora del Capitan
Jack Sparrow tiene directrices para la ubicacion
del cofre donde se encuentra el corazéon de Davy Jones.

Dice que la ubicacion del cofre se encuentra dando 20 pasos al
norte del viejo roble y luego treinta pasos al noroeste. Después
de encontrar el poste de hierro, se debe caminar 12 pasos al
norte y cavar hacia abajo 3 pasos.

¢,Cual es el vector que apunta de la base del viejo roble
hasta el cofre?

¢,Cual es lalongitud de este vector?

50



Ejemplo del uso de Ley de Senos y
Cosenos en Hogwarts

Harry camina alejandose de Ron una distancia de 550 m y
luego hace un viraje agudo en un angulo desconocido, vy
camina 178 m adicionales en la nueva direccion. Ron usa un
telemetro laser para determinar que la distancia final de
Harry, a partir del punto inicial, es de 432 m.

a) ¢ Cual es el angulo entre la direccion
inicial de partiday la direccidon de la ubicacion final?
b) ¢ En qué angulo viro Harry?
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Ejercicio adicional tipo
Eval. Departamental

Encuentre el vector C que satisface la ecuacion:

38+ 69— 102+ C = —7% + 14y

Compruebe que la igualdad se cumple si

C = —10% + 8y + 102

52
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Multiplicacion y Division de un
Vector por un Escalar
La resultante es un vector. La magnitud del

vector original se multiplica o divide por un
escalar.

Si el escalar es positivo, la direccion del
vector resultante es la misma que la del
vector original: (m) x (A) = mA;

(5) x (A) =5A

Si el escalar es negativo, la direccion del
vector resultante es la opuesta que la del
vector original: -1/3 (A) = -1/3A =3



[ Producto Escalar de dos vectores]

— =

m Se escribecomo A-B

También se le conoce como
producto punto

m K‘E)EABCOSO

@ es el angulo entre Ay B

= PROPIEDADES:

© 2006 Brooks/Cole - Thomson

° A-(B+C)=A-B+ XE .



[Proyeccién usando producto escala

FIGURA 5.11 Interpretacion

geométrica del producto escalar como
area. a) La proyeccion de A sobre B.
b) La proyeccion de B sobre A.
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[Producto punto de vectores unitarios

o —_—>

En forma de componentes para A y B
A=A+ Aj+ Ak

—

B = B, + Bj + Bk
A-B = AB, + AB, + AB,

Por lo que, para vectores unitarios

] =
k = j|2=o .

—_—



eterminacion del angulo entre dos
vectores usando producto escalar

Ejercicio:
= ¢ Cual es el angulo a entre los vectores de posicion que se

muestran a continuacion, y cuyas coordenadas cartesianas
son

A = (4.00, 2.00, 5.00) cm y B = (4.50, 4.00, 3.00) cm?
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Determinacion del angulo entre dos
vectores usando producto escalar ...

5
4 | o
< 3 A b
2 /
\\ |
- (X g 3 4 2 \
= N
% 11 Y |A| =6.71cm
2 * |B| =6.73 cm
Y S
4 ; A°B= A B,*+A, B, + A, B, = 41.0 cm?

_ 41.0 cm?
a = cos 1( )=24.7°
6.71cm 6.73 cm




Mas ejercicios de Producto escalar de
vectores........ para practicar

Para los siguientes conjuntos de vectores, determinar:
a) AeB

b) El angulo comprendido entre cada par de vectores
1) A=31—-6] B=-41 +2] o, = 143°
2) A=5i+5] B=2i—-4] a, = 108°

3) A=61+4] B=41—-6] vectores ortogonales

Verifique sus respuestas dibujando los pares de vectores “cola”
con “cola”, en un sistema de ejes coordenados.



i
]
k

2.10 Cosenos directores de un vector

;

Sea . A A ~
a=aql+a,j+ azk

un vector que forma los angulos

o, B Y v, respectivamente, con los
ejes positivos X, Y, y z

(o)

a = |i||alcosa = |al| cosa
°5> |f| |d|cos f = |d| cosp

k|l|d|cosy = |d| cos’y

o~



Cosenos directores de un vector

;

Que resolviendo para los cosenos de los angulos

i°a
cosa = ———

CoOSf = —5—

COSY = —=—

X

Se obhtienen los cosenos directores del vector a



[ Producto vectorial ]

= Dados cualesquiera dos

vectores A Y B
El producto vectorial

A x B esta definido _
como un tercer vector, C
cuya magnitud es

C=|C|=ABsin{

m La direccidn de C esta
dada por la regla de la
mano derecha.
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Propiedades del producto vectorial
(también llamado producto cruz)

El producto vectorial no es conmutativo
> AxB=-BxA N
Si A es paralelo (0 =0°660=180° a B
entonces AxB=0_

o Lo cual significa que A X A 0

Si Aes perpendicular a B “entonces
‘A X é‘ = AB

63



|

Producto vectorial de vectores
unitarios

’i\x’l\:’jxlj:RxR:O
ixj=—jxi=k
]sz—Rx’j:A
kxi——lxk—]

Los signos se pueden intercambiar
o Por ejemplo, |><( j) —ixj=—k

64



[ Ejercicio: Producto cruz

¢,Cual es el producto cruz de los vectores de posicion:

A de magnitud 100 km direccidon norte, y
B de magnitud 200 km con rumbo a 30° al sur del este?

Como dato se tiene que el angulo entre los dos
vectores es de 120°
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Ejemplo de aplicacion de producto
cruz: el Torque

El torque, 7, es la tendencia de una
fuerza a provocar el giro de un objeto

alrededor de algun eje. El torque es un
vector, y su magnitud es:
Ir|= F rsen¢=Fd
F es la fuerza
¢ es gue angulo gque la fuerza forma con la

horizontal

d es el brazo de momento (o brazo de palanca),
gue es la distancia perpendicular a la linea de
accion de la fuerza, determinada desde el eje de

rotacion. 66



[ Torque, continua...

= El brazo de
momento, d, es la
distancia
perpendicular desde
el eje de rotacion a lap
linea dibujada a lo
largo de la direccion
de la fuerza

o d=rsen g

ooooooooooo

———F
/Y |
’ ; > I
|
F\\\ ¢
< ?/ 6,7 | Fcos ¢
\\\ ra Line of
d S Q/ action
~N

ooooooooo
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Torque, continua...

La componente horizontal de la fuerza
(F cos ¢) no tiene tendencia a producir rotacion

El torque posee direccion

o Si la tendencia de giro de la fuerza es en el sentido
contrario a las manecillas del reloj, el torque sera
POSiItivo

o Sila tendencia de giro de la fuerza es en el sentido
de las manecillas del reloj, el torque sera negativo
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Torque vs. Fuerza

Las fuerzas pueden producir
cambios en el movimiento lineal
(Segunda Ley de Newton)

Las fuerzas pueden producir un
cambio en el movimiento
rotacional

o La efectividad de este cambio
depende de la fuerza y del brazo
de momento

o El cambio en el movimiento
rotacional depende del torque:

= Girar “clockwise’
=> atornillar

= Girar “counter-
clockwise =>
desatornillar

J



Torque como Producto Vectorial

Unidades del torque

= Enel Sl de unidades son N'm
o Aunque el torque es una fuerza
multiplicada por una distancia, es
muy diferente del trabajo (producto
punto) y de la energia
o Las unidades del torque se
reportan como N'm y no se cambian
a Joules S——
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