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1.- Capa que cae sobre pared movil vertical.

Un planchén continuo de metal es laminado en frio al pasar verticalmente entre dos rodillos en el
mismo sentido de la gravedad (ver Figura 1). Antes de entrar en los rodillos pasa a través de un tanque
de aceite lubricante equipado con un dispositivo que cubre ambos lados del planchén con una capa
uniforme de aceite al salir del tanque. El espesor de la capa de aceite es controlado ajustando el
dispositivo. Si el flujo es laminar, operando el sistema con un nimero de Reynolds de 10. Obtenga
una gréafica que relacione la velocidad del planchon con el espesor de la capa de aceite (con al menos
5 puntos). La capa de aceite varia entre 0.1 mm y 0.3 mm, la densidad del aceite es 952 kg/m?, la
viscosidad del aceite es 4.1 x 103 Ns/m?. El ancho del planchén es 1.5 m, que puede ser considerado
infinito en comparacion con la capa de aceite que lo recubre, mientras que su largo es infinito al ser
una longitud muy elevada. Considere que el flujo en la capa de aceite es laminar y completamente

desarrollado, ademas de que el espesor de la capa es contante en cada calculo.
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Figura 1.- Proceso de recubrimiento de un planchén de acero con aceite.




Primeramente, es importante comprender el proceso que se esta modelando, en este caso habria que
considerar que fuerzas actdan sobre el aceite y como afectan dichas fuerzas su movimiento, un

esquema ilustrativo de este caso, se presenta en la Figura 2.
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Figura 2.- Esquema del movimiento de la capa de aceite que recubre el planchén.
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El espesor de la capa de aceite es mucho menor que el ancho de la misma



U Ecuaciones gobernantes
» Ecuacion de continuidad

La ecuacion de continuidad en coordenadas cartesianas es:

9 ) ) dp
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Por lo que aplicando las suposiciones del modelo llegamos a:
dv,

azzo




» Ecuacion de Navier-Stokes para fluido incompresible y newtoniano en
coordenadas cartesianas y direccion z

La ecuacion que se emplea es:
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Que con las suposiciones del modelo toma la siguiente forma, que es valida

en la region que comprende 0 < x < h:

_pg. _d*y,

u o dx?

U Condiciones de frontera
» Condicion de frontera 1
Vzlx=0 = Uplanchoén
» Condicion de frontera 2

dv,

Elx:h =0



1 Condiciones iniciales

No son necesarias por ser estado estacionario

» Metodologia de solucién

Resolvemos la ecuacion gobernante mediante separacién de variables:

_pngdx:fd(dvz)
U dx

PYz _dv,
X+ 1= dx
Aplicamos CF2: CF2 x=h CF2 %|x:h =0
PYz _ay,
X+ 1= dx
~=E ) ey = (0)
¢ = pYz,
u
Continuamos con la integral:
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Aplicamos la CF1:

X2
'Diz (hx - —2—> + ¢ =/,

PY: (0)?
Py <h(0) - T + €2 = Vpianchon

C2 = Uplanchoén

La expresion final es:
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Que nos describe la velocidad de caida de la capa de aceite en funcién de la posicion x.

Siendo la expresion para la velocidad promedio:
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Expresidn que describe la velocidad promedio de la capa aceite.



Y la expresion para el nimero de Reynolds es:

4p|v,|h
Ny, = plv,l
u
Ya que:
4A, 4h+L
Dp=——=
P, L

» Resultados
Comencemos con la gréfica de la velocidad del planchén en funcion del espesor del aceite lubricante.
Para el célculo, se usarian las expresiones de la velocidad promedio y el nimero de Reynolds, por
ejemplo, para 0.1 mm (1x10* m):
= 4p|v,|h
¢ n
0= 4(952 kg/m?)|7,|(1x10~*m)

4.1x10—3 Ns/m2

10(4.1x 1073 Ns/m?)
4(952 kg/m3)(1x10~*m)
|v,| = 0.1077 m/s

v, =

Pero dado que el fluido se mueve debido a la gravedad, la velocidad promedio es:
v, = —0.1077 m/s

Esta velocidad se sustituye en la expresion de la velocidad promedio para conocer la velocidad del

planchén:
_  PY, . >
Uy = 3‘uZ h” + Uplanchén
(952 kg/m*)(—9.81 m/s?) L, 2
—0.1077m/s = 3(4.1x 1073 Ns/m?) (1x10™*m)” + Uplanchén
952 kg/m?®)(—9.81 m/s?
Vplanchsn = —0.1077 m/s — ( 8/m)( / )(1x10_4m)2

3(4.1x1073 Ns/m?)

vplanchén = —0.1001 m/s

Que es la velocidad que nos permite mantener el flujo con un nimero de Reynold de 10.



De la misma manera se puede calcular para distintos espesores de la capa de aceite, tal como de
observa en la Figura 3:
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Figura 3.- Velocidad del planchdn en funcién del espesor de la capa de aceite.

Ahora presentamos algunos ejemplos del perfil de velocidad que adquiere la capa de aceite en la

Figura 4, las cuales se obtienen evaluando la expresion de la v, en distintos puntos del dominio
que comprende 0 < x < h:
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Figura 4.- Perfil de velocidad del aceite lubricante para distintos espesores de capa.



2.- Pared movil en coordenadas cilindricas.

Después de un tratamiento térmico, se hace pasar alambrén de acero por el centro de un tubo de
seccién redonda lleno de aceite, esto con el fin de enfriarlo (ver Figura 5). El paso del alambroén por
el tubo de realiza a una velocidad baja y de manera continua (flujo laminar). El aceite se considera
incompresible y newtoniano, sin embargo, sus propiedades cambian con la temperatura tal como se
muestra en la Tabla 1. El alambrdn se mueve a una velocidad de entre 0.1 m/s 'y 1.7 m/s, el didmetro
del tubo es de 2 cm y k es 0.2 (ver Figura 6). Obtenga una gréafica donde relacione la velocidad
promedio del aceite dentro del tubo contra la velocidad del alambrén (con al menos 5 velocidades),
para la temperatura de su eleccion. Considere que el flujo de aceite esta completamente desarrollado,
y que el aceite opera a una misma temperatura constante en cada calculo. Desprecie el efecto de la

gravedad y suponga que no hay una diferencia de presion considerable en el sistema.
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Figura 5.- Proceso de enfriamiento de un alambrén de acero.
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Figura 6.- Vista frontal del alambrén dentro del tubo que contiene el aceite.



Tabla 1.- Propiedades fisicas para un aceite SAE 10W-60.

Temperatura Viscosidad dindmica | Viscosidad cinematica Densidad
(°C) (mPas) (mm?/s) (g9/cm?d)
0 1453.80 1684.40 0.8631
10 712.34 831.44 0.8568
20 381.08 448.10 0.8504
30 220.06 260.69 0.8442
40 135.52 161.73 0.8380
50 88.55 106.47 0.8318
60 60.60 73.41 0.8256
70 43.23 52.77 0.8193
80 31.95 39.29 0.8130
90 24.31 30.13 0.8069
100 18.99 23.72 0.8008
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U Ecuaciones gobernantes
» Ecuacion de continuidad
La ecuacion de la que partimos es la siguiente:

10 X N ~
“— (prvy) + o (ve) + - (o) | =

. 0
Flujo1D v, =0 Edo. estacionario a_/t) =0

o o) 4 (o) + = (ov)] =
PV Hpe aZpZ -

Fluido incompresible p = cte 9
~—(pv,) =0

‘a?(p 2)
Que considerando las suposiciones llega a la forma:

dv,

=0
0z

» Ecuacion de Navier-Stokes en coordenadas cilindricas para fluido incompresible
y newtoniano en direccion z

La ecuacion de que partimos es la siguiente:

(avz 0v, Vg o, avz> _ 0P 10 ( avz> 1 0%v, 0%y,
p a # ror
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d
Por continuidad Pz — 0
0z

( (')vz)_ 16( (')vz>+62vz
P\Y2757) = *|7or\" or 0z2

o) -

ror
Que considerando las suposiciones llega la forma:

d( dvz)_o
dr rdr B

U Condiciones de frontera
» Condicion de frontera 1

Vzlr=kR = Valambrén

> Condicion de frontera 2

Uzlr=R = 0—

U Condiciones iniciales

No son necesarias al considerar estado estacionario.

» Metodologia de solucion

Resolveremos la ecuacion gobernante mediante separacion de variables:
d ( dvz> 0
— r —_
dr\ dr

fd(r?f)szdr

Al no conocer ninguna condicién de frontera de tipo Neumann, no podemos sustituir un
valor conocido de la diferencial, por lo que integramos nuevamente para poder sustituir las

condiciones de frontera en la ecuacion resultante.



€1
fdvz = f?dr

v,=ciInr+c,

Aplicando CF1:

Valambron = €1 INKR + ¢,

Aplicando CF2:
0= C1 InR + Cy

Por lo tanto:
—c;InR =c,
Vaiambren = €110kR — ¢y InR

Vatampron = c1(INkR —InR)

kR
Valambréon = C1 (11’1 (?))

Valambron = €1 (ln k)

o= Valambron
! Ink
Sustituimos en la primera expresion:
Valambrén
———InR =c
Ink z
Valambron
c; =————InR
2 In k

Sustituyendo las constantes en la expresion de la velocidad, llegamos finalmente a:
v,=ciInr+c,

Valambrén ] Valambron ]

Vi = Tk T T hg BR
Valambroé
vz—%(lnr—lnm

Valambron ]

25 "mk 'R



La velocidad promedio se calcula mediante el teorema del valor medio:
[} v,(r)2mrdr
_ _ Jkr 2

‘o ) kRR 2mrdr

2m Zalambron [ (rinr — 7 In R)dr

‘o 2 fkRR rdr
v R
Yalambrén |1
) “Ink [ In — > lnR]kR
v, »
21 [—]
2 kR
Valambron R_z _ R_Z _ R_Z k?R? k*R?  Kk?R?
) 21 In k 2lnR ) 2lnR —— ——InkR + —— 2 + — > ——InR
K RZ k2R?
=[F-EF]
Valambrén RZ 2 2p2
ﬁ_n—lnk (k 1)+lenk]
a TR2(1 — k?)
b= — Valambrén l k?Ink
z Ink (1—k?2)
Resultados

La Figura 7 presenta el cambio en la velocidad promedio del aceite con respecto a la velocidad del
alambron:
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Figura 7.- Velocidad promedio del aceite contra la velocidad del alambre.



La Figura 8 presenta algunos ejemplos del perfil de velocidad que adquiere el aceite con distintos

valores de velocidad del alambroén:
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Figura 8.- Ejemplos del perfil de velocidad del aceite con diferentes velocidades del alambron.



3.- Capa que cae sobre una pared en coordenadas cilindricas.

Cierta maquina de vapor tiene un sistema de purga que consiste en un tubo de seccién redonda en
donde agua fluye hacia arriba debido a una diferencia de presion (ver Figura 9). Una vez alcanzada
la parte superior del tubo el agua resbala simétricamente alrededor del exterior del tubo. El tubo de
purgatiene unradio externo de 1 cmy la capa de agua un espesor variable aR (ver Figura 10). Obtenga
una gréfica donde se observe el espesor de la capa de agua en funcién del nimero de Reynolds en la
misma al resbalar hacia abajo, si este ultimo varia entre 5y 10 (con al menos 5 puntos). La densidad
del agua es de 1000 kg/m® y su viscosidad es 1 x 102 Ns/m2 Considere que el flujo esta

completamente desarrollado mientras cae, y que el sistema opera con solo un nimero de Reynolds

cada vez.
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Figura 9.- Esquema de una capa de fluido que resbala en la pared externa de un tubo.
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Figura 10.- Vista superior del sistema de purga



» Planteamiento del modelo matemaético

U Suposiciones

» Flujo laminar

Coordenadas cilindricas
Flujoen 1D (2)
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Fluido newtoniano
Estado estacionario
Flujo completamente desarrollado
Diferencia de presién despreciable

Se considera el efecto de la gravedad
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U Ecuaciones gobernantes
» Ecuacion de continuidad

La ecuacion de la que partimos es la siguiente:

16( )+16( +6 )]_ap

ror LT T ag Pvo) 0z (pva)| = ot
Flujo1lD v, =0

10 am 10 N 0 _Op

- ;a—T(PTUr) ;%(Pve) E(pvz)] =Bt

- - 0
Incompresible p = cte _qa_?epvz) -0

Que considerando las suposiciones llega a la forma:
dv,

=0
0z




» Ecuacion de Navier-Stokes en coordenadas cilindricas para fluido incompresible
y newtoniano en direccién z

La ecuacion de que partimos es la siguiente:

<6vZ 0v, vgdv, avz) _ 0P [1 d ( avz> 10%v, 0%y,

9t " T 90 T az) T "oz THrar\"ar ) Tr2 902 T oz l T Pgz

. ov
Flujo1D v, =0 Simetria angularﬁ =0
179 avz 6vz 1 o) vz 0%v, N
Ta r 96 " Za rar T2z T 92| T PYz
Edo. estauonano — =0 Diferencia presién despreuable a_

L av
Por continuidad —% =0
0z

0= (5] +
‘urar ar PGz

Que considerando las suposiciones llega la forma:

pg: 1 d( dvz)
- —|r

U “rar\ dr

W Condiciones de frontera

» Condicién de frontera 1

Uzlr=R = 0?

» Condicién de frontera 2

dr |T aR_O



W Condiciones iniciales
No son necesarias al considerar estado estacionario.

» Metodologia de solucién
Resolveremos la ecuacion gobernante mediante separacion de variables:

pgz_ld( dvz)
p o rdr rdr

d
—pgzjrdr =jd(r vZ)
U dr

_ PGz _dvy

U2 r dr

Aplicando la CF2:

_ PGz aR by
w 2 aR
_ pg,a’R?

1 2

Proseguimos con la resolucion:
_PgsT pg:a*R*1 _dv,

u 2 2u  r o dr

1
—pngrdr+%a2R2f—dr=fdvz
2uU T
2

2u
pyg r
v, = 2—‘uZ<aZR2 Inr —?> + ¢,

Aplicamos la CF1:
2

Pg R
0 :Z—HZ(aszlnR —7> + ¢,

2
pgz 2p2 R
= -2 a?R%InR — —
Cy 2’u' <a n 2)

Llegando a la siguiente expresion:

2 2
_P9z( apay . T\ _PIz( 2payp KT
v, = 20 (a R*Inr 2> 20 <a R“InR 5



pgz ZRzl ng

2
v, = 2# R ” —(R?-1?

La velocidad promedio viene dada por la siguiente expresion:

| R(,l Ry, (r)2nrdr

‘o f;R 2mrdr

aRr r
o 2m [, [%aZRZ Ing + i—%(RZ - rz)]rdr
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Zﬂf;RT'dT
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27'[[7]
sz a? 2_ r 27" —a?) -~
- nbElaR2 F+ R (1-a?) ]
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4-R4- a R4— 2R4- R R4— R4—
] pz%[ 7| a*) - 7 Inp-FA-a)+3g
Vz nRZ(aZ—l)
2 4
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V2 = TR (a? — 1)
2 _ 1\2 _ 2 2
PIz p2 a4lna—(a 1) +(1 a*)(1+a”)
7y 2 7)
z (a2 -1)
o P9z o] Ina _(az—l)_(a2+1)
Z 4u (a2 —-1) 2

En este sistema el nimero de Reynolds se calcula con la expresion:

B plv,12R(a* — 1)
u
Donde la longitud caracteristica se calcula mediante la expresion del didmetro hidréulico.

Re



4A
Dh = =

Pmojado
A, =n(aR)? —mR? = nR?*(a® - 1)
Pmojado = n2R

_ 4nR*(a* - 1)

=2R(a* -1
h T2R (a )

» Resultados
La Figura 11 muestra el espesor de la capa de agua que recubre el tubo a diferentes nimeros de

Reynolds:
115

—_— —_ —_
= = —_—
[ L <

Espesor de la capa de agua (um)
\O

90

Numero de Reynolds

Figura 11.- espesor de la capa de agua con diferentes valores del nimero de Reynolds.



La Figura 12 muestra el perfil de velocidad de la capa de agua para distintos valores de nimero de
Reynolds:

—NRe=5 —NRe=6 —NRe=7 —NRe=8 —NRe=9 —NRe =10
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Figura 12.- Perfil de velocidad para una capa que cae en coordenadas cilindricas para distintos valores
de numero de Reynolds.



