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Objetivos de Cálculo 

Determinar una expresión para la distribución espacial-temporal de la temperatura. 

Derivar una expresión para la densidad de flujo de calor. 

Formulación matemática 

 Flujo 1D (dirección x, coordenadas cartesianas) en estado no estacionario 

 No hay fuentes o pozos de energía (generación=0) 

 Mecanismo controlante: Conducción 

 Medio finito 

 Propiedades constantes 

 Distribución inicial de temperatura uniforme en la placa 

Ecuación Gobernante 

−∇ ∙ �⃗�𝑘 = 𝜌𝐶𝑝
𝜕𝑇

𝜕𝑡
                               ∀    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿    ,    𝑡 > 0                                   (1) 

 

 

 



Aplicando la Ley de Fourier en la ecuación 1: 

−
𝜕

𝜕𝑥
(−𝑘

𝜕𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
) = 𝜌𝐶𝑝

𝜕𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
                ∀    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿    ,    𝑡 > 0                                   (2) 

Simplificando: 

𝜕2𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
=

1

𝛼

𝜕𝑇(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
                          ∀    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿    ,    𝑡 > 0                                   (3) 

 

Sujeta a las siguientes condiciones de frontera: 

C.F.1     
𝜕𝑇(0,𝑡)

𝜕𝑥
= 0            C.F.2     𝑇(𝐿,𝑡) = 𝑇𝑠 = 0 

Y a la condición inicial: 

C.I.   𝑇(𝑥,0) = 𝑇𝑖 

La ecuación 3, es una ecuación diferencial parcial lineal homogénea de segundo orden.  

 

Solución 

El método de Separación de Variables permite tratar ecuaciones diferenciales parciales lineales homogéneas, 

cuyas condiciones iniciales y de frontera sean lineales; consiste en suponer que la solución para una ecuación 

diferencial (3) se puede expresar como un producto de funciones, cada una dependiente de una variable:  

𝑇(𝑥,𝑡) = 𝑋(𝑥) ∗ (𝑡)                                                                                (4) 

Sustituyendo (4) en (3): 

𝑑2

𝑑𝑥2
(𝑋(𝑥) ∗ (𝑡)) =

1

𝛼

𝑑

𝑑𝑡
(𝑋(𝑥) ∗ (𝑡))                                                              (5) 

1

𝑋(𝑥)

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
=

1

𝛼(𝑡)

𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
                                                                                (6) 

En la ecuación (6), el miembro izquierdo de la ecuación (parte espacial) solo depende de x y el miembro derecho 

(parte temporal) solo depende de t, para cumplir con esta condición ambos miembros tienen que ser iguales a una 

constante; dicha constante por razones físicas debe ser negativa por lo que: 

1

𝑋(𝑥)

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
= −2                                                                                (7) 

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 2𝑋(𝑥)  = 0                                                                           (7𝑎) 

1

𝛼(𝑡)

𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
= −2                                                                                (8) 

𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝛼2(𝑡) = 0                                                                            (8𝑎) 

Bernulli
Underline



 

La solución de la ecuación (7a) es: 

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
+ 2𝑋(𝑥)  = 0                                                                            (7𝑎) 

Sea: 

𝑋(𝑥)  = 𝑒−𝛽𝑥                                                                                 (7𝑏) 

Derivando 2 veces (7b): 

𝑑2𝑋(𝑥)

𝑑𝑥2
= 𝛽2𝑒−𝛽𝑥                                                                            (7𝑐) 

Sustituyendo (7b) y (7c) en (7a): 

𝛽2𝑒−𝛽𝑥 + 2𝑒−𝛽𝑥 = 0                                                                            (7𝑑) 

𝑒−𝛽𝑥(𝛽2 + 2) = 0                                                                            (7𝑒) 

(𝛽2 + 2) = 0                                                                            (7𝑓) 

Donde: 

𝛽 = ±𝑖                                                                                 (7𝑔) 

Entonces las soluciones son: 

𝑋1(𝑥) = 𝐶1𝑒−𝑖 𝑥 

𝑋2(𝑥) = 𝐶2𝑒𝑖 𝑥 

La solución general es la suma de las dos expresiones anteriores: 

𝑋(𝑥) = 𝐶1𝑒−𝑖 𝑥 + 𝐶2𝑒𝑖 𝑥                                                                     (7ℎ) 

Aplicando la identidad de Euler: 

𝑋(𝑥) = 𝐶1[𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝑥)] + 𝐶2[𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑖𝑠𝑒𝑛(𝑥)]                                     (7𝑖) 

Agrupando términos: 

𝑋(𝑥) = (𝐶1 + 𝐶2)𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑖(𝐶2 + 𝐶1)𝑠𝑒𝑛(𝑥)                                               (7𝑗) 

Por lo tanto: 

𝑿(𝒙)  = 𝑨𝟏𝒄𝒐𝒔(𝒙) + 𝑨𝟐𝒔𝒊𝒏(𝒙)                                                            (7𝑘) 

La solución de la ecuación (8a) es: 

𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝛼2(𝑡) = 0                                                                     (8𝑎) 

 

 



Sea: 

𝑑

(𝑡)
= −𝛼2𝑑𝑡                                                                         (8𝑏) 

 

Integrando (8b): 

ln  = −𝛼2𝑡 + 𝐴3                                                                         (8𝑐) 

Despejando  de la ecuación anterior: 

 = 𝑨𝟒𝒆−𝜶𝟐𝒕                                                                             (8𝑐) 

Evaluando las condiciones de frontera C. F. 1 y C. F. 2: 

𝑋′(0) = −𝐴1 𝑠𝑖𝑛(0) + 𝐴2 𝑐𝑜𝑠(0) = 0                                                        (9) 

𝐴2 = 0                                                                                  (10) 

𝑋(𝐿)  = 𝐴1𝑐𝑜𝑠(𝐿) = 𝑇𝑠 = 0                                                                (11) 

𝑐𝑜𝑠(𝐿) = 0                                                                            (12) 

La función coseno es de la forma: 

 

Para que la función coseno sea cero es necesario que: 

𝐿 =
𝜋

2
,
3𝜋

2
,
5𝜋

2
, …  →   =

(2𝑛 + 1)

2𝐿
𝜋        𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒 𝑛 = 0, 1, 2, 3, …                         (13) 

Por lo tanto la ecuación (7h) queda expresada como: 

𝑿(𝒙)  = 𝑨𝟏𝒄𝒐𝒔 (
(𝟐𝒏 + 𝟏)𝝅

𝟐𝑳
𝒙)                                                              (14) 

Sustituyendo (14) y (8c) en la ecuación (4): 

𝑻(𝒙,𝒕) = [𝑨𝟓𝒄𝒐𝒔 (
(𝟐𝒏 + 𝟏)𝝅

𝟐𝑳
𝒙)] 𝒆𝒙𝒑

−𝜶{
(𝟐𝒏+𝟏)𝝅

𝟐𝑳
}

𝟐

𝒕  
                                             (15) 
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 , son los eigenvalores y 𝑐𝑜𝑠(𝐿), son las eigenfunciones que satisfacen el problema de Sturm-Liouville 



Por el principio de superposición sabemos que esta ecuación tiene un número infinito de soluciones en el intervalo 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿, por lo que la solución se puede expresar como la combinación lineal de dichas soluciones: 

𝑻(𝒙,𝒕) = ∑ [𝑨𝒏𝒄𝒐𝒔 (
(𝟐𝒏 + 𝟏)𝝅

𝟐𝑳
𝒙)] 𝒆𝒙𝒑

−{
(𝟐𝒏+𝟏)𝟐𝝅𝟐

𝟒
∗

𝜶𝒕
𝑳𝟐}



𝒏=𝟎

                                         (16) 

Finalmente, solo resta hallar las constantes 𝐴𝑛, de modo que la condición inicial se cumpla. Para ello se evalúa la 

condición inicial C. I. y se emplean la Serie de Fourier correspondiente: 

𝑇(𝑥,0) = [𝐴𝑛𝑐𝑜𝑠 (
(2𝑛 + 1)𝜋

2𝐿
𝑥)] = 𝑓(𝑥) = 𝑇𝑖                                                 (17) 

𝐴𝑛 =
2

𝐿
∫ 𝑇𝑖𝑐𝑜𝑠 (

(2𝑛 + 1)𝜋

2𝐿
𝑥) 𝑑𝑥

𝐿

0

 

𝐴𝑛 =
2𝑇𝑖 

𝐿
(

2𝐿

(2𝑛 + 1)𝜋
) 𝑠𝑖𝑛 (

(2𝑛 + 1)𝜋

2𝐿
𝑥)|

0

𝐿

=
4𝑇𝑖

(2𝑛 + 1)𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

2𝑛 + 1

2
𝜋) =

4𝑇𝑖

(2𝑛 + 1)𝜋
(−1)𝑛 

La solución es: 

𝑻(𝒙,𝒕) =
𝟒𝑻𝒊

𝝅
∑

(−𝟏)𝒏

(𝟐𝒏 + 𝟏)
𝒆𝒙𝒑

−{
(𝟐𝒏+𝟏)𝟐𝝅𝟐

𝟒
∗

𝜶𝒕
𝑳𝟐}

 𝒄𝒐𝒔 (
(𝟐𝒏 + 𝟏)𝝅

𝟐

𝒙

𝑳
)



𝒏=𝟎

                               (18) 

De la expresión anterior se identifica el número de Fourier: 

𝐹𝑜 =
𝛼𝑡

𝐿2
                                                                                          (19) 

Este número relaciona la rapidez de conducción de calor con la rapidez de almacenamiento de energía.  

Para calcular la densidad de flujo de calor en cualquier punto de la placa se aplica la ley de Fourier: 

 

𝒒(𝒙,𝒕) = −𝒌
𝝏𝑻(𝒙,𝒕)

𝝏𝒙
= 𝒌

𝟐𝑻𝒊

𝑳
∑(−𝟏)𝒏𝒆𝒙𝒑

−{
(𝟐𝒏+𝟏)𝟐𝝅𝟐

𝟒
∗

𝜶𝒕
𝑳𝟐}

 𝒔𝒆𝒏 (
(𝟐𝒏 + 𝟏)𝝅

𝟐

𝒙

𝑳
)



𝒏=𝟎

                         (20) 


