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Objetivos de Célculo
Determinar una expresion para la distribucion espacial-temporal de la temperatura.
Derivar una expresion para la densidad de flujo de calor.

Formulacion matematica

e Flujo 1D (direccion x, coordenadas cartesianas) en estado no estacionario
e No hay fuentes 0 pozos de energia (generacion=0)

e Mecanismo controlante: Conduccion

e Medio finito

e Propiedades constantes

e Distribucion inicial de temperatura uniforme en la placa

Ecuacion Gobernante
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Aplicando la Ley de Fourier en la ecuacion 1:

——|-k—=== = — V 0<x<L 2
0x<k 6x> Cp ot O<x=l, t>0 @
Simplificando:
azT(x t) 1 aT(x t)
L - . V 0<x<L , t>0 3
0x? a ot =*= )
Sujeta a las siguientes condiciones de frontera:
6T(0‘t) _ _ _

Y a la condicion inicial:
C' T(x,O) = Ti

La ecuacion 3, es una ecuacion diferencial parcial lineal homogénea de segundo orden.

Solucién

El método de Separacion de Variables permite tratar ecuaciones diferenciales parciales lineales homogéneas,
cuyas condiciones iniciales y de frontera sean lineales; consiste en suponer que la solucion para una ecuacion
diferencial (3) se puede expresar como un producto de funciones, cada una dependiente de una variable:

T = X * O 4
Sustituyendo (4) en (3):
d? 1d
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En la ecuacion (6), el miembro izquierdo de la ecuacion (parte espacial) solo depende de x y el miembro derecho
(parte temporal) solo depende de t, para cumplir con esta condicién ambos miembros tienen que ser iguales a una
constante; dicha constante por razones fisicas debe ser negativa por lo que:

1 d*Xe _ o
Xy dx?

d;);(zx) + %Xy =0 (7a)

O 4 az2ey, = 0 (8a)
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La solucion de la ecuacion (7a) es:

2
d X(x)

e + A X =0
Sea:
Xy = e Px
Derivando 2 veces (7b):
% = f2e hx
dx?

Sustituyendo (7b) y (7c) en (7a):
B2e P* + pPe F* =0

e FX(g2+2%) =0

B2+2%)=0
Donde:
p = tid
Entonces las soluciones son:
Xy = Cle—i/lx

Xp@) = C eitx
La solucion general es la suma de las dos expresiones anteriores:
Xy = Cre™ % 4 Cpeit*
Aplicando la identidad de Euler:
Xexy = Ci[cos(Ax) — isen(Ax)] + Cz[cos(Ax) + isen(Ax)]

Agrupando términos:
Xy = (€1 + Cx)cos(Ax) +i(C; + Cy)sen(Ax)

Por lo tanto:
X = Ajcos(Ax) + Azsin(Ax)
La solucion de la ecuacion (8a) es:
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Sea:

de

— = —qA%dt (8b)
®
Integrando (8b):
In @ = —al’t + A; (8¢)
Despejando @de la ecuacion anterior:
O = Ae 't (8¢)
Evaluando las condiciones de frontera C. F. 1y C. F. 2:
X' 0y = —A1A5in(0) + A;A cos(0) =0 9
A, =0 (10)
Xy =Acos(AL) =T; =0 1D
cos(AL) =0 (12)
La funcién coseno es de la forma:
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Para que la funcion coseno sea cero es necesario que:
=T oD onden=01,23,.. (13)
2 2 2 2L
A, son los eigenvalores y cos(AL), son las eigenfunciones que satisfacen el problema de Sturm-Liouville
Por lo tanto la ecuacion (7h) queda expresada como:
X = Aqco0s <M x> (14)
2L
Sustituyendo (14) y (8c) en la ecuacion (4):
Txe = IAscos <M x)l exp_a{%}zt (15)
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Por el principio de superposicion sabemos que esta ecuacion tiene un nimero infinito de soluciones en el intervalo
0 < x < L, por lo que la solucion se puede expresar como la combinacion lineal de dichas soluciones:

(2n+1)%*m at}
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T = Z IAncos <% x>l exp +
n=0

Finalmente, solo resta hallar las constantes A4,,, de modo que la condicion inicial se cumpla. Para ello se evalla la
condicion inicial C. I. y se emplean la Serie de Fourier correspondiente:

Tix0) = lAncos <M x)l =fx)=T,; 17

(16)
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La solucion es:
2] 2.2
4 (or e n+ Dnx
Tl = L — 1
0" Lea+D P O\ 21 (18)
n=
De la expresion anterior se identifica el nimero de Fourier:
at
Fo = L_2 (19)

Este numero relaciona la rapidez de conduccion de calor con la rapidez de almacenamiento de energia.

Para calcular la densidad de flujo de calor en cualquier punto de la placa se aplica la ley de Fourier:

aT (2"+1)2"Z “—t} 2n+ Dmx
Ao = —k (x D _ Z(—l)"exp Y Plgen (%Z) (20)



