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M.A . A. I: Sistema masa — resorte

Se considera el sistema ya visto en M.A.S. pero ahora toma en
cuenta la fuerza de friccion.

La friccién se opone al movimiento (velocidad).
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M.A . A. I: Sistema masa — resorte

Ahora la fuerza de inercia que presenta el bloque ha de ser
igual a la contribucién de la fuerza del resorte y la friccion:

F =—kx — bv

F = Fuerza de inercia

k = Constante de restitucion (del resorte)

x = Desplazamiento (desde el punto de equilibrio)
b = Constante de friccion

v = Velocidad
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M.A . A. I: Sistema masa — resorte

Retomando la 27 ley de Newton e igualando a cero se obtiene
la ecuacion de movimiento:

F=—kx — bv
ma+ bv+ kx =0

b k=0
frre dr T
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M.A . A. I: Sistema masa — resorte

Se tiene una nueva ecuacidon diferencial, un tanto mas
complicada que la obtenida para M.A.S.

I b k=0
ppe: dr T

Una soluciéon propuesta a esta ecuacion es:

x = CePt
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M.A.A. I: Sistema masa — resorte
Sustituyendo la solucién fropuesta, se tiene:
d“x

mpB2CePt + bBCePt + kCePt =0
CePt(mB? + bB + k) = 0

Ceft=0 ; mpB?>+bB+k=0
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M.A . A. I: Sistema masa — resorte
mB* +bB +k =0

B —b + Vb2 — dmk

2m
Solucion propuesta:

—bi\/b2—4mkt
x = CePt - x = Ce 2m

Solucién general:

_b+Vb%2—4mk
x=Cqe 2m
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Caso 1: Movimiento sobreamortiguado

La solucién que se obtiene se debe analizar por casos.
Caso 1: b? —4mk > 0

—b+Vb2—4mk —b—Vb2—4mk
t t
x = (Cje 2m + C,e 2m

_—b | _\/b2—4mk
p_Zm 4=

2m

x = C,ePtat 4 C,ePt~at
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Caso 1: Movimiento sobreamortiguado

Se cumple que:
x = C,ePtat 4 C,ePt~ 4t

x = ePt(Ciel + C e )

Se puede comprobar que si

F=C1+Cz, G=Cl_Cz
entonces:

F G
x = ePt E(eqt +e79) + E(eqt — e 1)
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Caso 1: Movimiento sobreamortiguado

coert|[pEl ™) T m e
2 2

x = ePt[Fcosh(qt) + Gsenh(qt)]

Si el movimiento comienza en amplitud maxima, entonces:

x = FePtcosh(qt)

2m
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Caso 1: Movimiento sobreamortiguado
b (\/bz — 4mk ) 8- Caso 1
t

—t
x = Fe2m cosh

m x = F " cosh((b’-4mk)*°/2m)

E‘,, _
El movimiento

Esto se debe a que la friccidn es .
comienza en la

muy alta, superando la fuerza de
restitucion del resorte.

2 - .. pero jamds alcanza el
be —4mk >0 punto de equilibrio

Por tanto, este caso no representa -
un movimiento armoénico. Es

solamente un movimiento A
sobreamortiguado. |
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Caso 2: Movimiento criticamente amortiguado
Caso 2: b* —4mk =0

15/04/2021

—b+Vb2—4mk —b—Vb2—4mk
t t
X = Cle 2m + CZe 2m

—b —b

>t >t
x = (Cie2m” 4+ (,e2m
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Caso 2: Movimiento criticamente amortiguado

Aqui la friccion y la fuerza del
resorte es compensan
exactamente

b? —4mk =0

Tampoco es un movimiento
armonico. Es un movimiento
criticamente amortiguado.

15/04/2021

Caso 2

De nuevo se comienza en
la Amplitud

x =F e cosh((b’-4mk)*/2m)




Caso 3: Movimiento subamortiguado
Caso 3: b —4mk <0

Reexpresando el factor beta:

—b £VbZ —4mk —b +./—1|b?

— 4mk]|

2m B 2m

—b + ivAmk — b2
2m

—b l\/4mk — b2
p = = ki
Zm 2m 2m \
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Caso 3: Movimiento subamortiguado
En detalle:

k b2 B , b2
ym 4m2_\lw 4m?

Por tanto el resultado tiene unidades de frecuencia angular. Se
puede renombrar toda esta raiz como una nueva frecuencia:
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Caso 3: Movimiento subamortiguado

Por tanto:
—b
=—+iw
B 2m

Solucion general:

X = Cle(m .

—bt . —bt .,
x = Ciezme'®t 4+ C,e2Zme @'t
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Caso 3: Movimiento subamortiguado
Suponiendo que:

—-bt . , —-bt .,
x = CeZmel®?t 4 CeZme @'t

—bt

x = Cezm (el®'t 4 g~i0't)

—bt
x = Ce2m|cos(w't) + isen(w't) + cos(w't) — isen(w't)]

—bt
x =2Ce2mcos(w't)
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Caso 3: Movimiento subamortiguado

—bt
x =2Ce2mcos(w't)

Como en este caso la fuerza
del resorte es superior, si hay
oscilacion.

Caso 3

x=A4,e"" cos(a't)

A

Es un movimiento e
subamortiguado. Oscila, peros
eventualmente se detendr3 '
por accién de la friccion.

A
U 4\/{%??:10
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Evolucion de la energia en el M.A.A. (Subamortiguado)

Del caso del M.A.S. se sabe que la energia es constante:

E—lkAz
2

La energia es directamente proporcional al cuadrado de la
amplitud.

15/04/2021 1309 Fundamentos de Espectroscopia -- Prof. Zurisadai Padilla




Evolucion de la energia en el M.A.A. (Subamortiguado)

En el M.A.A. la amplitud decae de acuerdo con la funcidn
exponencial.

—bt —bt
x = Age2mcos(w't) = A, = Ayje2m

Por tanto |la energia para este caso, resulta ser:

1, 1 ~bt ~bt
E=EkAt =§kAO e m =Eoem
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Estimacion del efecto de amortiguamiento

Se pueden evaluar algunos pardmetros que pueden servir

como indicadores de qué tan amortiguado se encuentra un
movimiento armaonico.

1. Decaimiento logaritmico. Con este pardmetro se puede
evaluar la tasa de disminuciéon de la amplitud.

Al inicio del movimiento la amplitud es A; = A,

—bt!/

completar un periodo A; = Aye 2m

>
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Estimacion del efecto de amortiguamiento

Se pueden evaluar
Al inicio del movimiento la amplitud es Ay = A,

—bt/

Al completar un periodo 4; = Aye zm

Al expresar la relacion en amplitudes se obtiene:

be’
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Estimacion del efecto de amortiguamiento

Extrayendo el logaritmo natural se obtiene el decaimiento

| A _bT’_5
"\a,) T 2m ™

logaritmico.

Un valor grande de decaimiento logaritmico indica una gran
disminuciéon de la amplitud durante un ciclo, lo cual se debe a
un gran amortiguamiento.
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Estimacion del efecto de amortiguamiento

2. Tiempo de relajacion. Es el tiempo que se tarda el sistema
para que la amplitud alcance un valor de e™! = 0.368 veces la
amplitud inicial.

m

Entre mayor sea el tiempo de relajacién indica que el sistema
se encuentra menos amortiguado.
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Estimacion del efecto de amortiguamiento

3. Factor de calidad. Evalua la cantidad de oscilaciones que se

desarrollan antes que la energia decaiga a un valor de e
0.368 veces la energia inicial.

—b Lrelax
m

Luego entonces:
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Estimacion del efecto de amortiguamiento

La cantidad de ciclos que se completan en un determinado
tiempo se puede expresar como

w't
Entonces, sustituyendo el tiempo se obtiene la expresién del
factor de calidad:

0 ' w'm
p— a) — —
b

Un factor de calidad grande indica que el amortiguamiento es
pequeno (permite que se completen muchos ciclos)
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