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M.A.A.F. I: Sistema masa – resorte

En un sistema forzado se aplica una fuerza externa al sistema, la 
cual es oscilatoria, y se modela como:

𝐹𝑎𝑝 = 𝐹0cos(𝜔𝐹𝑡)

En donde:

𝐹𝑎𝑝 - Fuerza oscilatoria aplicada.

𝐹0 - Amplitud de la fuerza.

𝜔𝐹 - Frecuencia (angular) de la fuerza aplicada
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Ecuación de movimiento

Con esta fuerza oscilatoria impuesta al sistema, la ecuación de 
movimiento quedaría expresada como:

𝑚𝑎 + 𝑏𝑣 + 𝑘𝑥 = 𝐹𝑎𝑝 = 𝐹0cos(𝜔𝐹𝑡)

𝑚
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑏

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝑘𝑥 = 𝐹0cos(𝜔𝐹𝑡)
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¿Cómo oscila el sistema?

Suponiendo que se parte del reposo, el sistema tiene dos 
momentos de oscilación a partir que inicia la aplicación de la 
fuerza.

1) Estado transitorio (Se observa durante los primeros 
instantes del forzamiento). En este punto el sistema oscila bajo 
la influencia de dos frecuencias (la natural y la de la fuerza). La 
oscilación es algo caótica y compleja de describir.
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¿Cómo oscila el sistema?

2) Estado estacionario (Se observa después de transcurrido un 
tiempo). En este caso el sistema oscila a una sola frecuencia, 
que es la impuesta por la fuerza. De manera que se puede 
modelar la oscilación como:

𝑥 = 𝐴𝐹cos(𝜔𝐹𝑡 − 𝛿)
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¿Cómo oscila el sistema?

𝑥 = 𝐴𝐹cos(𝜔𝐹𝑡 − 𝛿)

𝐴𝐹 - Amplitud de la oscilación 
(depende de 𝐹𝑎𝑝).

𝜔𝐹 - Frecuencia de la fuerza 
aplicada.

𝛿 – Constante de fase entre la 
posición y la fuerza.
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Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
Teniendo la función de la posición, se pueden expresar las 
correspondientes para velocidad y aceleración:

𝑥 = 𝐴𝐹cos(𝜔𝐹𝑡 − 𝛿)

𝑣 =
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝜔𝐹𝐴𝐹sen(𝜔𝐹𝑡 − 𝛿)

𝑎 =
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= −𝜔𝐹

2𝐴𝐹cos(𝜔𝐹𝑡 − 𝛿)
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Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuación de movimiento, se 
tiene: 
−𝑚𝜔𝐹

2𝐴𝐹 cos 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 − 𝑏𝜔𝐹𝐴𝐹sen 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 + 𝑘𝐴𝐹 cos 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 = 𝐹𝑎𝑝

−𝜔𝐹
2𝐴𝐹 cos 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 −

𝑏

𝑚
𝜔𝐹𝐴𝐹sen 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 +

𝑘

𝑚
𝐴𝐹 cos 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 =

𝐹𝑎𝑝
𝑚

Sea: 
𝑏

𝑚
= 𝛾 , factorizando la amplitud y sustituyendo la frecuencia natural.

𝐴𝐹 −𝜔𝐹
2 cos 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 − 𝛾𝜔𝐹sen 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 + 𝜔0

2 cos 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 =
𝐹𝑎𝑝
𝑚

𝐴𝐹 (𝜔0
2 −𝜔𝐹

2) cos 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 − 𝛾𝜔𝐹sen 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 =
𝐹𝑎𝑝

𝑚
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Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada

𝐴𝐹 (𝜔0
2 −𝜔𝐹

2) cos 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 − 𝛾𝜔𝐹sen 𝜔𝐹𝑡 − 𝛿 =
𝐹𝑎𝑝

𝑚
Se sabe que:

cos 𝐴 ± 𝐵 = cos 𝐴 cos(𝐵) ∓ 𝑠𝑒𝑛 𝐴 𝑠𝑒𝑛(𝐵)
sen 𝐴 ± 𝐵 = sen 𝐴 cos(𝐵) ± 𝑠𝑒𝑛 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝐴)

𝐴𝐹ሾ

ሿ

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 {cos 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 + sen 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿 }

− 𝛾𝜔𝐹{sen 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 − 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿 } =
𝐹𝑎𝑝

𝑚
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Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada

𝐴𝐹ሾ

ሿ

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 {cos 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 + sen 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿 }

− 𝛾𝜔𝐹{sen 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 − 𝑐𝑜𝑠 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿 } =
𝐹𝑎𝑝

𝑚

𝐴𝐹ሾ

ሿ

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 cos 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 + 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 sen 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿

− 𝛾𝜔𝐹sen 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 + 𝛾𝜔𝐹𝑐𝑜𝑠 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿 =
𝐹𝑎𝑝

𝑚
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Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada

𝐴𝐹ሾ

ሿ

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 cos 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 + 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 sen 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿

− 𝛾𝜔𝐹sen 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 + 𝛾𝜔𝐹𝑐𝑜𝑠 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿 =
𝐹𝑎𝑝

𝑚

𝐴𝐹ሾ

ሿ

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 cos 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 + 𝛾𝜔𝐹𝑐𝑜𝑠 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿

− 𝛾𝜔𝐹sen 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 + 𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 sen 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿 =
𝐹𝑎𝑝

𝑚
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Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada

𝐴𝐹ሾ

ሿ

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 cos 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 + 𝛾𝜔𝐹𝑐𝑜𝑠 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿

− 𝛾𝜔𝐹sen 𝜔𝐹𝑡 cos 𝛿 + 𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 sen 𝜔𝐹𝑡 sen 𝛿 =
𝐹𝑎𝑝

𝑚

𝐴𝐹 ሾ 𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 cos 𝛿 + 𝛾𝜔𝐹 sen 𝛿 cos 𝜔𝐹𝑡

+ { 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 sen 𝛿 − 𝛾𝜔𝐹 cos 𝛿 }sen 𝜔𝐹𝑡 =
𝐹𝑎𝑝

𝑚
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Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada

𝐴𝐹 ሾ 𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 cos 𝛿 + 𝛾𝜔𝐹 sen 𝛿 cos 𝜔𝐹𝑡

+ { 𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 sen 𝛿 − 𝛾𝜔𝐹 cos 𝛿 }sen 𝜔𝐹𝑡 =
𝐹0cos(𝜔𝐹𝑡)

𝑚

𝐴𝐹 𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 cos 𝛿 + 𝛾𝜔𝐹 sen 𝛿 =
𝐹0
𝑚

… (1)

𝐴𝐹 𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 sen 𝛿 − 𝛾𝜔𝐹 cos 𝛿 = 0… (2)
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Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada

𝐴𝐹 𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 sen 𝛿 − 𝛾𝜔𝐹 cos 𝛿 = 0… (2)

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 sen 𝛿 − 𝛾𝜔𝐹 cos 𝛿 = 0

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 sen 𝛿 = 𝛾𝜔𝐹 cos 𝛿

sen 𝛿

cos 𝛿
=

𝛾𝜔𝐹

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2
= tan 𝛿
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Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
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sen 𝛿

cos 𝛿
=

𝛾𝜔𝐹

𝜔0
2 −𝜔𝐹

2
= tan 𝛿

𝛾𝜔𝐹

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2

𝛿

sen 𝛿 =
𝛾𝜔𝐹

𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

cos 𝛿 =
𝜔0

2 −𝜔𝐹
2

𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
¿Cómo se comporta la constante de fase respecto a la 
frecuencia de la fuerza?

Caso 1): 𝜔𝐹 → 0
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cos 𝛿 =
𝜔0

2 −𝜔𝐹
2

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

cos 𝛿 =
𝜔0

2

𝜔0
2 2

= 1 → 𝜹 = 𝟎



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada

¿Cómo se comporta la constante de fase respecto a la 
frecuencia de la fuerza?

Caso 2): 𝜔𝐹 → ∞
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cos 𝛿 =
𝜔0

2 −𝜔𝐹
2

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

cos 𝛿 =
−𝜔𝐹

2

−𝜔𝐹
2 2 + (𝛾𝜔𝐹)

2
=

−𝜔𝐹
2

𝜔𝐹
4
= −1 → 𝜹 = 𝝅



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada

¿Cómo se comporta la constante de fase respecto a la 
frecuencia de la fuerza?

Caso 3): 𝜔𝐹 = 𝜔0
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cos 𝛿 =
𝜔0

2 −𝜔𝐹
2

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

cos 𝛿 =
0

𝛾𝜔𝐹
= 0 → 𝜹 =

𝝅

𝟐



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
¿Cómo se comporta la constante de fase respecto a la 
frecuencia de la fuerza?

Función completa:
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𝜹

𝝎𝑭

𝜔0

𝜋

𝜋

2



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
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Ahora bien, recordando la siguiente ecuación.

𝐴𝐹 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 cos 𝛿 + 𝛾𝜔𝐹 sen 𝛿 =
𝐹0
𝑚

… (1)

𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 cos 𝛿 + 𝛾𝜔𝐹 sen 𝛿



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
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𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 cos 𝛿 + 𝛾𝜔𝐹 sen 𝛿

sen 𝛿 =
𝛾𝜔𝐹

𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

cos 𝛿 =
𝜔0

2 −𝜔𝐹
2

𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
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𝐴𝐹

=
𝐹0

𝑚 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2
+ 𝛾𝜔𝐹

𝛾𝜔𝐹

𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚
𝜔0

2 −𝜔𝐹
2 2

𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2
+

(𝛾𝜔𝐹)2

𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚
𝜔0

2 −𝜔𝐹
2 2 + (𝛾𝜔𝐹)2

𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
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𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚
𝜔0

2 −𝜔𝐹
2 2 + (𝛾𝜔𝐹)

2

𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

𝑨𝑭 =
𝑭𝟎

𝒎 𝝎𝟎
𝟐 −𝝎𝑭

𝟐 𝟐 + (𝜸𝝎𝑭)
𝟐



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
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¿Cómo se comporta la amplitud respecto a la frecuencia 
de la fuerza?

Caso 1): 𝜔𝐹 → 0 𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚 𝜔0
2 2

=
𝐹0

𝑚𝜔0
2
=
𝑭𝟎
𝒌



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
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¿Cómo se comporta la amplitud respecto a la frecuencia 
de la fuerza?

Caso 2): 𝜔𝐹 → ∞ 𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚 𝜔𝐹
2 2 + (𝛾𝜔𝐹)

2
→ 𝟎



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
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¿Cómo se comporta la amplitud respecto a la frecuencia 
de la fuerza?

Caso 3): 𝜔𝐹 = 𝜔0 𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

𝐴𝐹 =
𝑭𝟎

𝒎𝜸𝝎𝟎
=

𝑭𝟎
𝒃𝝎𝟎



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
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𝐴𝐹 =
𝐹0

𝑚 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 2 + (𝛾𝜔𝐹)
2

𝑑𝐴𝐹
𝑑𝜔𝐹

=
𝐹0
𝑚

−4𝜔𝐹 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 + 2𝛾2𝜔𝐹

2 𝜔0
2 − 𝜔𝐹

2 2 + 𝛾𝜔𝐹
2

3 = 0

→ −4𝜔𝐹 𝜔0
2 −𝜔𝐹

2 + 2𝛾2𝜔𝐹 = 0

−4𝜔𝐹𝜔0
2 + 4𝜔𝐹

3 + 2𝛾2𝜔𝐹 = 0



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada

28/05/2021 1309 Fundamentos de Espectroscopía -- Prof. Zurisadai Padilla 28

𝜔𝐹(4𝜔𝐹
2 − 4𝜔0

2 + 2𝛾2) = 0
→ 4𝜔𝐹

2 − 4𝜔0
2 + 2𝛾2 = 0

4𝜔𝐹
2 − 4𝜔0

2 + 2𝛾2 = 0

4𝜔𝐹
2 = 4𝜔0

2 − 2𝛾2

𝜔𝐹 = 𝜔𝑚á𝑥 = 𝜔0
2 −

1

2
𝛾2



Dependencia de la amplitud y desfase de la frecuencia de 
la fuerza aplicada
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¿Cómo se comporta la amplitud respecto a la frecuencia 
de la fuerza?

Función completa:

Curva de resonancia.

𝐴𝐹

𝜔0

𝑭𝟎
𝒎𝜸𝝎𝟎

𝑨𝑭(𝒎á𝒙)

𝑭𝟎
𝒌

𝜔𝑚á𝑥


