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M.A.A F. I: Sistema masa — resorte

En un sistema forzado se aplica una fuerza externa al sistema, la
cual es oscilatoria, y se modela como:

F,p = Fycos(wrt)

En donde:

Fyp, - Fuerza oscilatoria aplicada.

Fy - Amplitud de la fuerza.
wr - Frecuencia (angular) de la fuerza aplicada
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Ecuacion de movimiento

Con esta fuerza oscilatoria impuesta al sistema, la ecuacidn de
movimiento quedaria expresada como:

ma + bv + kx = F,, = Fycos(wpt)

b = F ‘
m— o x = Fycos(wpt)
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. Como oscila el sistema?

Suponiendo que se parte del reposo, el sistema tiene dos
momentos de oscilacion a partir que inicia la aplicaciéon de la

fuerza.

1) Estado transitorio (Se observa durante los primeros
instantes del forzamiento). En este punto el sistema oscila bajo

la influencia de dos frecuencias (la natural y la de la fuerza). La
oscilacidn es algo cadtica y compleja de describir.




. Como oscila el sistema?

2) Estado estacionario (Se observa después de transcurrido un
tiempo). En este caso el sistema oscila a una sola frecuencia,

que es la impuesta por la fuerza. De manera que se puede
modelar la oscilacién como:

x = Apcos(wpt — 0)
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., Como oscila el sistema?

x = Apcos(wpt — 0)

Ar - Amplitud de la oscilacidon
(depende de F,,,).

wp - Frecuencia de la fuerza
aplicada.

O - Constante de fase entre la
posicion y la fuerza.
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de

la fuerza aplicada

Teniendo la funcién de la posicidn, se pueden expresar las
correspondientes para velocidad y aceleracion:

x = Apcos(wpt — 0)

dx

U:E

—_ _(UFAFSQH(CUFt — 5)
d*x

a:—
dt?

= —wr?Apcos(wpt — 6)

28/05/2021 1309 Fundamentos de Espectroscopia -- Prof. Zurisadai Padilla




Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de

la fuerza aplicada

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién de movimiento, se
tiene:

—mwg®Arp cos(wpt — 8) — bwpApsen(wpt — §) + kAp cos(wpt — 8) = Fy,

F,
—wp?Ap cos(wpt — 6) — EwFAFSGU((UFt —6) + EAF cos(wpt — ) = %

Sea: % =y, factorizando la amplitud y sustituyendo la frecuencia natural.
F,
Ap[~wp? cos(wpt — &) — ywpsen(wpt — 8) + wo” cos(wpt — §)] = %

F,
Ap[(wo? — wp?) cos(wpt — 8) — ywgpsen(wpt — )] = —
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de

la fuerza aplicada

k,
AF[(a)OZ — a)FZ) COS(a)Ft — 5) — wasen(wFt — 5)] __ap

Se sabe que:

cos(A + B) = cos(A) cos(B) + sen(A)sen(B)
sen(A + B) = sen(4) cos(B) + sen(B)cos(A)

Ap[(wo? — wp?){cos(wrt) cos(8) + sen(wrt) sen(6)}

_ap

— ywr{sen(wgt) cos(d) — cos(wgt) sen(d)}]| =
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de

la fuerza aplicada

Ar[(wo? — wp?){cos(wrt) cos(8) + sen(wrt) sen(6)}

ap

— ywr{sen(wrt) cos(d) — cos(wrt) sen(d)}] =

Ar[(wo? — wr?) cos(wpt) cos(8) + (wy? — wr?)sen(wrt) sen(s)
ﬁ

—ywgrsen(wrt) cos(6) + ywrcos(wrt) sen(d)] = -
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de

la fuerza aplicada

Ar[(wo? — wr?) cos(wpt) cos(8) + (wy? — wr?)sen(wrt) sen(s)

_ap

—ywgrsen(wrt) cos(6) + ywrcos(wrt) sen(d)] =

Ar[(wo? — wr?) cos(wrt) cos(8) + ywrcos(wrt) sen(d)

— ywrsen(wrt) cos(6) + (wy? — wr?)sen(wrt) sen(5)] =
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

Ar[(wo? — wr?) cos(wpt) cos(8) + ywrcos(wrt) sen(d)

2 2 FaP
—ywrsen(wgt) cos(6) + (wg* — wr”)sen(wrt) sen(d)] =

Ar [{(wo* — wg?) cos(8) + ywr sen(8)} cos(wpt)
+ {(wo? — wp?) sen(8) — ywp cos(8)¥sen(wpt) = —

Fap
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

Ar [{(wo? — wp?) cos(8) + ywr sen(6)} cos(wpt)

+ {(wo? — wr?) sen(8) — ywr cos(8)}sen(wpt) = Focos(wrt)

m

Ar [(wo* — wp?) cos(6) + ywp sen(8)] = (1)

_9
m

Ar [(wo? — wp?) sen(8) — ywr cos(6)] =0... (2)
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

Ar [(wo? — wp?) sen(8) — ywr cos(6)] =0... (2)
(wo? — wr?) sen(8) — ywp cos(8) =0
2

(wo? — wr?) sen(§) = ywr cos(8)

sen(§) YWr
cos(6) - (wo?* — wg?)

= tan(Jd)
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de

la fuerza aplicada
sen(6) YWr

cos(6) - (wo* — wg?)

= tan(d)
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

. Coémo se comporta la constante de fase respecto a la
frecuencia de la fuerza?

Caso 1): wgp = 0 ((Uoz _ sz)

cos(d) =

V(o2 — wp?)? + (Ywp)?

(woz)

\/(0)02)2 )
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

. Coémo se comporta la constante de fase respecto a la
frecuencia de la fuerza?

Caso 2): wp = (wo? — wr?)

5) =
c0st9) V(@02 — wp?)? + (Ywp)?

(—wr?) _ (—wr®)

V(—wp?)? + (Ywp)? B wp*
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

. Coémo se comporta la constante de fase respecto a la
frecuencia de la fuerza?

Caso 3): wr = wyg (a)oz — CUFZ)

5) =
c0st9) V(@02 — wp?)? + (Ywp)?

0
cos(6)) =——=20
YWFp
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

; Codmo se comporta la constante de fase respecto a la
frecuencia de la fuerza? §,

Funcién completa:

71'_
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

Ahora bien, recordando la siguiente ecuacion.

Fo
Ar [(wo? — wp?) cos(8) + ywrsen(8)] =— ... (1)

m

AF — m[(wOZ — (1)1:2) COS(S) + YWpg Sen(5)]
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

F
AF_ 0

- m[(wg? — wr?) cos(8) + ywr sen(d)]

YW
\/(woz — wp%)* + (Ywr) *

sen(d) =

cos(d) =
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

Af

Fo

[(woz . sz) ((‘)02 _ sz) Y WE

V(o? — wp?)? + ()’wrF)O trer V(@o? — wp?)? + (ywr) 2]

AF —
— Wg?)? n (ywr)?

[\/(wo — wp%)* + (Ywp ) F, \/(woz — wp?)? + (Ywp) *

(wo? — wg?)?* + (Ywg)?
V(@o? — wp?)? + (Ywp) 2
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de

la fuerza aplicada
Fy

- (wo? — wp?)? + (Ywp)?
V(o2 — wp?)? + (Ywp) 2.

Ar = 0
F
m\/((l)oz — wFZ)Z ~+ (V&)F) 2
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

; Cémo se comporta la amplitud respecto a la frecuencia

de la fuerza?
Fy

Caso 1): wp = 0 Ap =

- my/ (wo? — wp?)? + (Ywr) 2

Fo Fo

Ar = i
T mf(wgd)?  Mmwp?
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

; Cémo se comporta la amplitud respecto a la frecuencia

de la fuerza?
Fy

Caso2):wp > A, =

- my/ (wo? — wp?)? + (Ywr) 2

F
AF_ 0 _)O

- mJ(@r?)? + (yor) 2
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

; Cémo se comporta la amplitud respecto a la frecuencia

de la fuerza?
Fy

Caso3):wrp =wy Ap =

my/ (wo? — wp?)? + (Ywr) 2

myawy
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de
la fuerza aplicada

Ap = .
F
m\/(a)o2 — wp?)? + (Ywp) 2

dAr Fy —4wp (0o — wp®) + 2y wp

=0

dwrp m 2(\/(0)02 — wr2)2 + (ywp) 2)3

- —4wp (Wo? — wp?) + 2y*wr = 0

—4wrwy? + 4w + 2y%wr = 0
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de

la fuerza aplicada

wr(dwp? — 4wy? + 2y%) =0
- 4wp? — dwe? + 2y =0

4wp? —dwe? + 2y =0

2

4(1)1:,'2 — 4(1)02 — 2)/

1
WEr = Wmix = . Wo* _Eyz
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Dependencia de la amplitud y destase de la frecuencia de

la fuerza aplicada

; Cémo se comporta la amplitud respecto a la frecuencia
de la fuerza?

Funcion completa:
Curva de resonancia.
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