Guia de Estudio para el Examen Extraordinario
Algebra Superior (Clave 1110)

Dr Julien M. J. Lombard Fis. Rodrigo A. Gonzalez Vazquez

La presente guia es un material de apoyo para los estudiantes de la Facultad de Quimica que presentan el
Examen Extraordinario de Algebra Superior (clave 1110). Esta gufa en ningin momento sustituye el contenido del
curso de Algebra Superior ni el contenido de ninguno de los textos mencionados en la bibliografia. Los problemas
aqui presentados pueden o no estar incluidos en el Examen Extraordinario.



1 LOGICA Y CONJUNTOS

Problema 1.1: Tablas de verdad

Dar la tabla de verdad de los operadores 16gicos conjuncién, disyuncién, implicacién y equivalencia.

Solucion:
P @Q PANQ PVQ P=Q P<Q
0 0 0 0 1 1
0 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Tabla 1: Tabla de verdad de los operadores l6gicos conjuncién, disyuncion, implicacién y equivalencia

Problema 1.2: Aplicaciéon de las tablas de verdad

Realice las tablas de verdad de las siguientes proposiciones y mencione si se trata de una tautologia, una
contradiccién (un absurdo) o una contingencia:

» (PAQ) = [(FRVQ) = (P& R)
= 2(S=P)V[(RA-Q)AP)= S|

Solucion:
Para la primera proposicién, se obtiene la tabla de verdad:

P[QI|R|-R|PAQ|PoR|(PoR) | -RVQ]|(-RVQ)= (P& R)
I[1]1] o0 1 1 0 1 0
110 1 1 0 1 1 1
1|lo]1]| o0 0 1 0 0 1
1|o]o]| 1 0 0 1 1 1
o[1]1]0 0 0 1 1 1
o[1]|0] 1 0 1 0 1 0
olo|1]o0 0 0 1 0 1
ojo|o] 1 0 1 0 1 0

La proposicién es una contingencia: su valor de verdad depende del valor de verdad de las proposiciones P,
Q@ y R que la conforman.

Para la segunda proposicién, notaremos las proposiciones

S=P=A
(RA-Q)ANP=B

Se obtiene la tabla de verdad:
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P{Q|R|[S|] Q|RA-Q|B|A]| -A] S| B= S| AV[B= 5]
1 1 1|1 0 0 0 1 0 0 1 1
1 1710 0 0 0|1 0 1 1 1
1]1]of1] 0 0 ol1| 0] o0 1 1
1100l 0 0 o1 0|1 1 1
10|11 1 1 1|1 0 0 0 0
110110 1 1 1|1 0 1 1 1
1jolo|1] 1 0 ol1] 0] o0 1 1
1]olofo] 1 0 ol1]o0 |1 1 1
0| 1]1]1] 0 0 0l0| 1] 0 1 1
0O[1 |10 0 0 01 0 1 1 1
ol1]o]1] o0 0 ojlof 1o 1 1
ol1]o]o]| o 0 ol1]o0 |1 1 1
0Ol0|1]1 1 1 010 1 0 1 1
O[O0 | 1]0 1 1 0|1 0 1 1 1
0O[0|0]1 1 0 00 1 0 1 1
ojlofofo]| 1 0 o1 o0 |1 1 1

Problema 1.3: Valores de verdad dados

Dado que P es una proposicién verdadera, proporcione las combinaciones de los valores de verdad de @, R, S
tal que la proposiciéon completa sea verdadera:

(PAQ) = [-P = —(SV-R)]
Solucion:
Sabiendo que P es verdadera, un primer caso que nos dard la proposicion A = (PA Q) = [-P = —(S V =R)]
verdadera es si @ es falsa, ya que una implicacién (P A Q) = ... siempre es verdadera cuando el P A Q es
falso.
Si @ es verdadera al igual que P, la implicacién (P A Q) = ... es verdadera tnicamente si el término a la
derecha es verdadero. Sabiendo que —P es falso, la implicacién =P = —(S V —R) siempre es verdadera.
En conclusién, la proposicién (P A Q) = [P = —(S V —R)| siempre es verdadera cuando P es verdadera.
Comprobamos con la tabla de verdad de la proposicién reducida al caso P verdadera:

PIQ|R|S|-R|PAQ| P|SV-R| ~(SV-R)| -P=-(SV-R) | A
I[1]1[1]0 1 0 i 0 1 1

1|10 0 1 0 0 1 1 1
1|l1]o|1] 1 1 0 1 0 1 1
1100 1 1 0 1 0 1 1
1lofl1]1]o0 0 0 1 0 1 1
1|lofl1]o] o 0 0 0 1 1 1
1|oflo|1] 1 0 0 1 0 1 1
1|oflolol 1 0 0 1 0 1 1

Problema 1.4: La implicacion: ejemplo

(a) Dar la tabla de verdad de la Implicacién.
(b) Consideramos la propiedad de los reales:

Va,b,c,d € R,(a>bAc>d)= (a+c>b+d)

Para cada renglén de la tabla de verdad, encontrar un juego de valores de a, b, ¢, d que lo ilustra.
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Solucion:
Correccion: (a) Dar la tabla de verdad de la Implicacién.

Renglén | P Q@ P=Q
1 0 0 1
2 0 1 1
3 1 0 0
4 1 1 1

Tabla 2: Tabla de verdad de la implicacién

(b) Consideramos la propiedad de los reales:
Va,b,c,d € R, (a>bAc>d)= (a+c>b+d)
Para cada renglén de la tabla de verdad, encontramos un juego de valores de a, b, ¢, d que lo ilustra:
» Renglén 1: (1 >2A3>4)esfalsoy (143 > 2+4) es falso.
» Renglén 2: (50 > 0A 1> 2) es falso y (5041 > 0+ 2) es verdadero.

» Renglén 4: (4 >2A 1> 0) es verdadero y (441 > 2+ 0) es verdadero también.

. J

Problema 1.5: La equivalencia: ejemplo

Sean dos reales a,b € R. ;Es vélida la equivalencia a? = b? < a = b?. Justifica tu respuesta.

Solucion:

No es valida la implicacién. Tomamos un contra-ejemplo: a = -3 y b =3

Tenemos a? = b?> A a # b, lo cual es la negacién de la implicacién considerada. Si quieres verlo en término de
tabla de verdad, tenemos .2lgo verdadero implicando algo falso”, lo cual invalida la implicacion.

Problema 1.6: Leyes validas de equivalencia

Dar la expresién légica de las leyes:
= Doble negacion
= Distribucién de la conjuncién sobre la disyuncién
= Equivalencia de la implicaciéon
= Negacién de la Implicacién
» Conmutacion de la disyuncion
» Asociatividad de la conjuncién
= Ley distributiva de la disyuncién respecto a la conjuncién
= Ley de Morgan para la disyuncion
= Ley de Morgan para la conjuncién

= Ley de la contrapuesta
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Solucion:

Doble negacién —-(=P)=P
Distribucién de la conjuncién sobre la disyuncién PA(QVR)=(PAQ)V(PAR)
Equivalencia de la implicacién P=Q=-PVAQ
Negacion de la Implicacién “(P=Q)=PA-Q
Conmutacion de la disyuncién PVvQ=QVP
Asociatividad de la conjuncién (PNQ)AR=PA(QAR)
Ley distributiva de la disyuncién respecto a la conjuncién | PV (Q AR) = (PV Q) A (PV R)
Ley de Morgan para la disyuncién -(PVQ)=-PA-Q
Ley de Morgan para la conjuncién “(PAQ)=-PV-Q
Ley de la contrapuesta P=Q=-Q=-P

Problema 1.7: Leyes validas de inferencia

Dar la expresién légica de las leyes:
» Modus Ponens
s Modus Tollendo Ponens
s Modus Tollendo Tollens
= Silogismo
= Ley de adicién

= Simplificacién de la conjuncion

Solucion:
Modus Ponens [PAN(P=Q)]=Q
Modus Tollendo Ponens [(PVQ)A-Pl=Q
Modus Tollendo Tollens [(P=Q)AN—Q]= P
Silogismo [(P=Q)AN(Q=R)]=(P=R)
Ley de adicién VQ,P = (PVQ)
Simplificacién de la conjuncién | [P A Q] = P (también [P A Q] = Q)

Problema 1.8: Tautologia y absurdo

Notaremos 7 una tautologia y ) un absurdo. Simplificar las expresiones:

= PANT

» PAD

» PA-P

» PAP

= PVT

» PV

= PV-P
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Solucion:
A continuacién mostramos con una tabla de verdad que: Notaremos 7 una tautologia y @ un absurdo. Sim-
plificar las expresiones:

PAT=P
PAD=0
PA-P=0
PAP=P
PVT=T
Pvh=P
Pv-P=T
PVvP=P
P=T=T
P=0=-P
P=-P=-P
P=P=T

P|-P|T|0|PAT|PAD|PA-P|PAP
1 0 110 1 0 0 1
0 1 110 0 0 0 0
P|-P|T|0|PVT |PVD|PVv—-P|PVP
110 [1]0 1 1 1 1
0 1 110 0 1
P|-P|T|0|P=T|P=0|P=-P|P=>P
110 [1]o0 1 0 0 1
0| 1 |10 1 1 1 1

Problema 1.9: Funcién proposicional

Pidiendo a ChatGPT la definicién de un ano bisiesto, se obtiene: ”Para determinar si un ano es bisiesto, sigue
estas reglas:

= Si el ano es divisible entre 4, es bisiesto.

= Excepto si el ano es divisible entre 100, entonces no es bisiesto.
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= A menos que el ano sea divisible entre 400, en cuyo caso si es bisiesto.”
Consideramos las funciones proposicionales:

» P(z,y) de enunciado = es multiplo de y.

» Q(n) de enunciado El ano n es bisiesto.

Escribir una proposicién molecular que traduzca la definicién arriba.

Solucion:
Sea n el ano considerado. Podemos escribir las varias propiedades dados en el enunciado con las funciones
proposicionales P(z,y) y Q(z):

» El aflo n es bisiesto: Q(n)

» El afio es divisible entre 4: P(n,4).

» El ano es divisible entre 100: P(n, 100).
» El ano es divisible entre 400: P(n,400).

Obtenemos entonces:

Q(n) & [P(n,4) A (=P(n,100) V P(n,400))]

Problema 1.10: Reglas validas de inferencia y equivalencia: aplicacion 1

Simplificar las expresiones e indicar las reglas empleadas:
- H(PAQ) =
2 [(PAQ)VER]=
« S[(PAQ) = (RV Q) =

[(AAB)A(~AV-BVC)] =

» (D=C)A(C= D)=

s [FAA(-C > A)] =

» [AVB)A(-BVA)A(B=-A) =

Solucion:
= (PAQ) = (PAQ): Doble-negacién
S[(PAQ)V R =-(PAQ)A-R=(-PV-Q)A-R: Ley de Morgan para la disyuncién

S[(PAQ)= (RVQ)|=PAQ)AN-(RVQ)=PAQA-RA-Q=PA-RAD=0: Negacién de la
implicacién y ley de Morgan

(AANB)A(mAV-BVCO)|=[~(-=AV-B)A(mAV-BVC)]=C

[
» (D= C)A(C = D)]= (D= D): Silogismo (nota que lo dltimo es equivalente a T)
[ANA (=C = A)] = C: Modus Tollendo Tollens

(AVB)A(=BVA)A(B=-A)]=[(AVB)A(=BV A) A (-BV —A)] = A: Equivalencia de la Impli-
cacién y reglas de distribucién
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Problema 1.11: Reglas validas de inferencia y equivalencia: aplicacién 2

Encontrar la proposicién X para que la proposicion sea una tautologia. X puede ser atémica o molecular y
es diferente en cada inciso.

" a) [CPVQA(P=>Q)= 5= X
» b) (AAB)A(X = (mAV-B))]=D

Solucion:

Primera proposicién: Notamos A = (-P V Q) = (P = Q). Tenemos entonces [A A (A = S)] = X. Se recono-
ce un Modus Ponens, asi que X = S.

Segunda proposicién: Notamos C = = (A A B) = =A V =B. Tenemos entonces [-C A (X = C)] = D. Se
reconoce un Modus Tollendo Tollens, asi que X = —D.

Tercera proposicién: Notamos que D — X = —-X — -D por contrapuesta. Tenemos entonces
[(-X = -D)A (=D = —-B)] = (B= (AAS)). Reconocemos un silogismo, lo cual nos da =X = -B =
B = (AAS)=—=(AAS)= —B por contrapuesta. En conclusién se obtiene X = AA S.

Problema 1.12: Cuantificadores en los reales R

Dar el valor de verdad de la proposicién:

wa)Vrt,eRyr+t=3

s b)JacR:VbeR,a+b=3
s cda,beR:a<b

s d)VaeR,IDeER:a<h
me)daeR:VbER,a<D

Solucion:

a) Vrite Rir+t=3
Esta proposicién es falsa. En general, la suma de dos nimeros reales no siempre es igual a 3. Por
ejemplo, sir =1yt =1, entonces r+t = 2, no 3. Esto no satisface la proposicién para todos los valores
deryt.

b) JaeR:VbeR,a+b=3
Esta proposicion es falsa. No existe un valor especifico de a tal que para todos los valores de b se cumpla
que a+ b = 3. Si existiera tal a, tendriamos que b = 3 — a para cada valor de b, lo cual es contradictorio
porque b tomaria multiples valores segin a, y no podria ser igual a todos los niimeros reales a la vez.

c) Ja,beR:a<b
Esta proposicién es verdadera. Siempre existe al menos un par de nimeros reales a y b tal que a < b.
Por ejemplo, sia =1y b= 2, se cumple a < b.

d) VaeR,FIbeR:a<h
Esta proposicion es verdadera. Para cualquier nimero real a, siempre podemos encontrar un nimero
real b tal que a < b. Por ejemplo, basta tomar b = a o cualquier valor mayor que a.

e) JaeR:VbeR,a<b
Esta proposicion es falsa. No existe un nimero real a que sea menor o igual a todos los nimeros reales
b. Si a fuera menor o igual que todos los valores de b, tendria que ser menor que o igual a si mismo,
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lo cual no puede ser cierto para todos los b porque no hay un niimero minimo absoluto en los nimeros
reales.

Problema 1.13: Demostraciéon por inferencia

Realizar las demostraciones por inferencia:

CAP,P= (EVL),E=-C . L
(PAQ)=R,~(Q=R),SVP,S=T .. T
XANZ-XVY - YV-Z

Solucion:
Proposiciones base | Ley utilizada Nueva proposicion
CAP Simplificacién de la conjuncién | C'
CANP Simplificacién de la conjuncién | P
PA(P=(EVL)) | Modus Ponens EvVL
CA(E=-C) Modus Tollendo Tollens -F
-EA(EVL) Modus Tollendo Ponens L
Proposiciones base | Ley utilizada Nueva proposicion
-(Q = R) Negacién de la implicacién QAN-R
QN-R Simplificacién de la conjuncién | @
QN-R Simplificacién de la conjuncién | =R
((PAQ)= R)AN—R | Modus Tollens -(PAQ)
—-(PAQ) Ley de De Morgan -PV-Q
QAN (=PV-Q) Modus Tollendo Ponens -P
-PA(SVP) Modus Tollendo Ponens S
SAS=T) Modus Ponens T
Proposiciones base | Ley utilizada Nueva proposicion
XNZ Simplificacién de la conjuncién | X
XNZ Simplificacién de la conjuncién | Z
XAN(EXVY) Modus Ponens Y
YvZ Adicién YvVv-Z

Problema 1.14: Demostracion por reduccién al absurdo

Realizar las demostraciones por reduccién al absurdo:

M=NN=0,M=0)=(N=P),M=P)=Q. ... Q
C=R(CANR)=P,(C=P)=-SSVE .. E

Solucion:

En ambos casos empezaremos suponiendo que la conclusion por demostrarse es falsa. Para el primer inciso,

suponemos que —() es verdadero. Para el segundo inciso suponemos que E es verdadero.
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Proposiciones base Ley utilizada Nueva proposicion
QA (M= P)=Q) Modus Tollendo Tollens -(M = P)
-(M = P) Negacién de la implicacién M A =P
M A =P Simplificacién de la conjuncién | M
M A —-P Simplificacién de la conjuncién | =P
MAN(M= N) Modus Ponens N
NA(N=0) Modus Ponens O
(M= N)AN(N=0) Silogismo M= 0
(M =O)AN[(M = 0O)= (N = P)] | Modus Ponens N=P
(N=P)A-P Modus Tollendo Tollens -N
N A =N Conjuncién 0]

Mostramos que tomando la conjuncién de las premisas con la negacién de la conclusién, llegamos a un absurdo.

Proposiciones base Ley utilizada Nueva proposicion
“EAN(SVE) Modus Tollendo Ponens S
SA[(C = P)= -S| Modus Tollendo Ponens -(C = P)
-(C = P) Negacidén de la implicacién C N=-P
CAN-P Simplificacién de la conjuncién | C
CN-P Simplificacién de la conjuncién | =P
CA(C=R) Modus Ponens R
(CAR)AN[(CAR)= P] | Modus Ponens P
PA-P Conjuncién 0

Mostramos que tomando la conjuncién de las premisas con la negacién de la conclusién, llegamos a un absurdo.

Problema 1.15: Operadores de conjuntos

Sean A y B dos conjuntos. Completar las definiciones con operadores 16gicos:

srzcAUB s ...

szeANBe ..

s ACBe Veel,ze A

s AcBe [(Veeld,ze A )ANEBxeld:xze AL

Solucion:
sccAUBes e AV eB.
nceANBerec ANz €B.
s ACBS Veeld,zxe A=z € B
s AcBe [(Veeldyzre A=z eB)AN(Freld :x e ANz ¢ B)).
s A=B& Veeld,zxe As x e B
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Problema 1.16: Diagrama de Venn

Representar el diagrama de Venn de las operaciones:
1. Unién AU B
2. Interseccion AN B

Complemento A°

Resta A\B

5. Subconjunto propio A C B

Solucion:
La solucién se encuentra en la figura 1

© D _

— &

©
S

@ |

Figura 1: Diagramas de Venn de los operadores de conjuntos

Problema 1.17: Pertenencia y contencién

Sea A =1{1,2,3,4,5,{1},{6}}. Diga si los siguientes enunciados son verdaderos o falsos.
=2cA
» {1} € A
- {1} ea
« {1} C A
= 6cA
- {1}y c A

Solucion:
s 2 € A: Verdadero, ya que 2 es un elemento de A.

» {1} € A: Verdadero, ya que el conjunto {1} es un elemento de A.
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{{1}} € A: Falso, ya que el conjunto {{1}} no es un elemento de A.
» {1} C A: Verdadero, ya que el conjunto {1} tiene como tnico elemento 1, el cual pertenece a A.

= 6 € A: Falso, ya que 6 no es un elemento directo de A, aunque el conjunto {6} sf lo es.

{{1}} C A: Falso, ya que el conjunto {{1}} contiene el conjunto {1}, pero este no estd contenido en A
como elemento directo, sino que es un conjunto dentro de A.

Problema 1.18: Propiedades de conjuntos

. Las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas?

(1
2

SiAC By BYZC, entonces A Z C
SiANB=ANC, entonces B=C
Si AUB = AUC, entonces B =C

o O ~—

(
(3
(4) SSAC By B CC,entonces A CC

Solucion:

(1) SiACBy BYZC, entonces AZ C.

Falsa. La relaciéon A C B implica que todos los elementos de A estdn en B. Sin embargo, que B  C no
garantiza que A Z C. Es posible que los elementos de A estén en C' aunque B no lo esté. Un contraejemplo
es el siguiente:

Sea A={1}, B={1,2} y C={1,3}. Aqui, ACBy BZC, pero ACC.
(2) Si AnNB=ANC, entonces B =C.

Falsa. El hecho de que las intersecciones de A con B y A con C sean iguales no implica que B = C.
Podria haber elementos en B y C que no estén en A, y no afectarfan la igualdad de las intersecciones. Un
contraejemplo es el siguiente:

Sea A={1}, B={1,2} y C ={1,3}. Aqui, AnNB={1} = AnC = {1}, pero B # C.
(3) Si AUB =AUC, entonces B = C.

Falsa. La igualdad de las uniones AU B y AUC no implica que B = C'. Es posible que B y C contengan
elementos distintos, pero si esos elementos estdn en A, no afectardn a la unién. Un contraejemplo es el
siguiente:

Sea A = {1,2,3,4}, B = {3,4,5,6} y C = {2,3,4,5,6}. Aqui, AUB = AUC = {1,2,3,4,5,6}, pero
B +#C.

(4) Si ACBy BCC(C, entonces AC C

Verdadera. Usaremos las definiciones légicas de los operadores:

ACB=Veeld,re A=z €B
BCC=Veeld,xreB=zeC

Usando un silogismo:
(zeA=zeB)AN(zeB=ze()]=(rcA=z2ecC)

es decir:
[ACBABCC]|=ACC
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Problema 1.19: Propiedades de conjuntos

Sean los conjuntos A = (—00,20], B = —5,10], D = 0,12. Encontrar el intervalo ((A\B) U D)°, donde \
denota la resta de conjuntos.

Solucion:
Representamos en la figura 2 la solucién al problema: ((A\B) U D)¢ = (=5,0) U (0, 10] U (20, +00).

-
L
D
-5 do 1o
- { 1 > ﬂ\B = (-—w,-s.] v (40, ZD]
A
D . e >
~< A )
Y2 1 Qw)oD (e -so bofvbaz)
[ A ] ( N
- ™ o \ -

C
[(08)0n [~ ¢-5,0) 90043 v (2 4e0)

Figura 2: Operaciones de conjuntos
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2 SISTEMAS DE ECUACIONES LINEA-
LES
MATRICES Y DETERMINANTES

Problema 2.1: Promedio

En la asignatura de Célculo, el profesor calcula el promedio con tres exdmenes con sus pesos respectivos 30 %,
50 % y 20 %. Jimena obtuvo un promedio de 7.4. Su segunda calificacién es la suma de la primera y la tercera.
Su amigo José obtuvo un promedio de 6.2 con la mitad de la calificaciéon de Jimena al primer parcial, dos
puntos menos que su amiga al segundo parcial y dos més al tercer parcial.

Solucion:
Planteamiento del sistema de ecuaciones:
Sean:

= T, T2, x3 las calificaciones de Jimena en el primer, segundo y tercer parcial, respectivamente.
= Y1, Yo, Y3 las calificaciones de José en el primer, segundo y tercer parcial, respectivamente.

Para Jimena, el promedio es 7.4, y tenemos que:
0.3z1 + 0.529 +0.223 = 7.4
Ademas, sabemos que la segunda calificacién de Jimena es la suma de la primera y la tercera:
To = X1 + I3
Para José, el promedio es 6.2, y las condiciones dadas son:
0.3y1 + 0.5y2 +0.2y3 = 6.2

También tenemos que:

1
Y1 25551, Yo =T —2, y3=x3+2
Sistema de ecuaciones:
0.3z1 + 0.529 + 0.223 = 7.4
T2 = x+T3
0.3 +0.5(z2 —2) +0.2(z3 +2) = 6.2

Se escribe la matriz aumentada y se procede a la resoluciéon de Gauss-Jordan:
Matriz aumentada (multiplicando por 10 el renglén 1 y por 100 el renglén 3):

3 5 2 | T4
Awm=[-1 1 =1 | o
15 50 20 | 680
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3 5 2 | 74 Ra—3Ra+ Ry 3 5 2 | 74
11 -1] o0 Lomlel, 1o g8 -1 | 74
15 50 20 | 680 0 25 10 | 310
R1—8R;—5R; 24 0 21 | 222
R3—>8R3—25R2 O 8 _1 | 74
0 0 105 | 630
Rys 1k Ro 24 0 El | 222
_— 0 8 -1 | 74
0 0 1 | 6
R2—Ra+R3 24 0 0 | 96
PR —21Rs, 0 8 0 | 80
0 01 | 6
Ri—>4R
N 100 | 4
0 1 0 | 10
001 ] 6

El sistema de ecuaciones admite solucién (Rg(Acoet) = Rg(Aaum) = 3 y la solucién es tinica (grado de libertad
g =3 —3=0). La solucién nos da las calificacién de Jimena: 1 = 4,25 = 10,25 = 6. Las calificaciones de
José son y; =2,y = 8,y3 = 8.

Problema 2.2: Sistema de ecuaciones con dos parametros reales

Al reducir la matriz aumentada asociada con un sistema de 3 ecuaciones lineales y 3 incégnitas, se obtiene:

1 0 0] 4
01 0|—-6
0 0 al| b

donde a,b € R son dos parametros reales Dar la solucién del sistema de ecuaciones lineales, dependiendo del
valor de a y de b.

Solucion:
El rango de la matriz de coeficientes depende del valor de a.
" a#0
Terminamos la reduccién dividiendo el ultimo renglén entre a:
1 0 0 | 4 1 0 0 | 4
01 0 | -6 — 01 0 | -6
00 a | b)) =23 \0oo0 1| &

Anélisis de soluciones: Rg(Acoet) = Rg(Aaum) = 3, €l sistema admite soluciones. El grado de libertad
es g =3 — 3 =0, la solucién es unica. Solucién: (4, —0, 3)

= a=0yb#0
La matriz aumentada es

1 0 0] 4
0 1 0]-6
0 0 0] D
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Anélisis de soluciones: Rg(Acoet) =2 y Rg(Aaum) = 3, el sistema no admite soluciones.

ma=0yb=0
La matriz aumentada es
1 0 0] 4
01 0|-6
0 0 0O
Andlisis de soluciones: Rg(Acoet) = Rg(Aaum) = 2, el sistema admite soluciones. El gra-
do de libertad es ¢ = 3 — 2 = 0, el sistema tiene una infinidad de soluciones. Solucién:

{(.T],.’L'Q,LLB) € Rg}x]_ = 4/\3’,‘2 = —6}

Problema 2.3: Coeficientes estequiométricos

Para cada una de las reacciones a continuacién, encontrar los coeficientes estequiométricos:
a) Reaccién entre las especies Co®T, Co*t, Niy Ni?t.
b) Reaccién entre las especies NO3 ', NOz2, Cu, Cu?T, HT y agua.

Solucion:

a) Se asigna una incégnita a cada uno de los coeficientes estequiométricos, respectivamente x; para Co37,
xo para Co®t, x3 para Niy x4 para Ni?t. Se escribe una ecuacién para cada uno de los d4tomos y para las
cargas eléctricas:

para Co - Ty + X9 =0
para N1 o T3 + x4 = 0
para las cargas (positivas) : 3z; +2z9+224 = 0

Vamos a utilizar el método de Gauss-Jordan para la resolucion. Se escribe la matriz aumentada y se realiza
su reduccién:

110010 1 1 00 1] 0
001 1 | o Fe2f3h, [ 1 1] 0
32020 0 -1 0 2 | 0
Ri—Ri+Rs 1 0 0 2 | O

2o fs 0 -1 0 2 | 0

00 11 ] 0

100 2 |0

i LN 010 -2 10
001 1 | 0

Procedemos al andlisis de soluciones: Rg (Acoet) = Rg (Aaum) = 3, entonces el sistema de ecuaciones admite
soluciones. Calculamos el grado de libertad del SEL g = n—Rg (Acoet) = 4—3 = 1, donde n = 1 es el ntimero
de incégnitas. Entonces, el sistema tiene una infinidad de soluciones y una incognita servird para determinar

el valor de las demds. El conjunto solucién es S = {(z1, %2, 23,24) |T1 = =224 N2 = 204 N T3 = —24 }.
Para resolver el problema de quimica, tomamos una de las soluciones, por ejemplo, tomando x4 = 1. Obtene-
mos:

($1,$2,1'3,1'4) = (_2’ 27 _17 1)

Tomando los valores positivos para los productos y los negativos para los reactivos. Se obtiene:

20T+ Ni & 2C0*T + N2t
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noindent b) Se asigna una incégnita a cada uno de los coeficientes estequiométricos, respectivamente x; para
NO3 , 3 para NOs, z3 para Cu, x4 para Cu?T, x5 para H', y 26 para el agua H20. Se escribe una ecuacién
para cada uno de los atomos y para las cargas eléctricas:

para N : x1 + 2o = 0
para C'u g T3 + X4 = 0
para O : 31 +2x+xg = 0
para H : 5 + 2x6 = 0
para las cargas (positivas) : —xz1+2zx4+25 = 0

Vamos a utilizar el método de Gauss-Jordan para la resolucion. Se escribe la matriz aumentada y se realiza
su reduccién:

1 100000 1 1 000010
0 01 100 ] O Rs—Rs—3R, 0 0 1100 O
3 2000 1 | o fe2fth 09 10001 |0
0 00O0T12]0 00 001270
10201010 01 20100
1 0 000110

Eat® o 1000 1|0
Loofstle. g0 1100 | 0

00 001270

00 201110

1 0 0 0 010

0 -1 0 0 0110

Suele 2, fgp 001 1 00 | 0

00 0 -2111]°0

00 0 0 1210

1 0 0 0 010

. 0 -1 0 0 0110
St g 0 02 0 11 | 0

00 0 -2111]°0

00 0 0 1210

1 0 0 0 0 1 | 0

R3—R3—Rs 0—10001|0
faoBa2Bs fg g 2 0 0 -1 | 0

00 0 20 -1 |0

00 0 0 1 2 |0

. 10000 1 |0

Ry—Rs/2 01000 -1 |0

Rt g001 00 1 |0
00010 L | oO

00001 2 |0

Procedemos al anélisis de soluciones: Rg (Acoct) = Rg (Aaum) = 5, entonces el sistema de ecuaciones admite
soluciones. Calculamos el grado de libertad del SEL g = n — Rg (Acoet) = 6 —5 = 1, donde n = 6 es el
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nimero de incégnitas. Entonces, el sistema tiene una infinidad de soluciones y dos incégnitas serviran para
determinar el valor de las demas. El conjunto solucién es

1 1
S = {(171,1‘2,1}3,134,155,276) Ir1 = —ZTg /\1‘2 = T /\1‘3 = 52?6 /\1‘4 = _5556 /\$5 = —21’6}

Para resolver el problema de quimica, tomamos una de las soluciones, por ejemplo, tomando zg = 2. Obtene-
mos:

($1,:)32,:L‘3,:174,:175,$6) = (_27 27 ]-a _17 _47 2)

Tomando los valores positivos para los productos y los negativos para los reactivos, se obtiene:

2 NO; +Cu®t +4 H" < 2NO;+Cu+2 HyO

Problema 2.4: Matriz diagonal y matriz identidad

a) Una matriz diagonal es una matriz cuadrada en la que todos los elementos fuera de la diagonal principal
son cero, es decir

aijZOSi’L'#j
{aij;«éOSii:j (1)

Dar un ejemplo de matriz diagonal de tamano 4 x 4

b) Dar la definicién de la matriz Identidad de dimensién n con sus coeficientes a;;. Escribir la matriz Identidad
de dimensién 4.

Solucion:

a) Un ejemplo de matriz diagonal de tamano 4 x 4 es:

-5
0
0

O N O O
N O OO

SO O o w

b) La matriz Identidad de dimensién n es una matriz diagonal donde todos los elementos de la diagonal
principal son iguales a 1. Sus coeficientes se definen como:

1 sii=j
Flag =
” 0 sii#j
La matriz Identidad de dimensién 4 es:

I =

S oo
o o= O
o = O O
_ o O o
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Problema 2.5: Matriz escalonada, matriz reducida

Indicar si las matrices a continuacién son escalonadas y/o reducidas o cualesquiera.

1 00
A:(é X i) B={0 0 1 cz(é i’)
0 1 0
1 00
0 2 0 1 0 0
D=<é(1)_7é>E=003 F=10 10
3 0 0 5 0 0 1
0 4 0
Solucion:
Matriz Tipo Justificacion
A Escalonada Los pivotes no son 1
B Cualquiera Los pivotes no estdn ordenados de manera escalonada
C Escalonada Arriba del segundo pivote tenemos un coeficiente diferente de 0
D Escalonada y reducida Pivotes escalonados, iguales a 1. Puros 0 arriba y debajo de los pivotes
E Cualquiera Un elemento diferente de 0 debajo del segundo pivote
F Reducida Cumple con todas los requisitos, nota que es la matriz Identidad I3

. J

Problema 2.6: Existencia/Unicidad de soluciones 1

Al resolver SELs, se encuentran las matrices aumentadas reducidas a continuacién. Notamos las incognitas
1, T2, ... Indicar, detallando tu respuesta y para cada SEL considerado:

s El ntmero de incégnitas y de ecuaciones.
= Si el sistema admite solucién.
= Si la solucién es Unica.

= la solucién del sistema.

100 | 0 2
o) eliio i) @@l

00 1] 0

100 | 2 100 | 1
10 7 | 2 010 | -3 010 | 2
(4)<01—§|—5)(5)001|1 (6)001|1

00071 O 000 | 1

Solucion:
Notaremos S el conjunto solucién para cada SEL. Rg(Acoet) es el rango de la matriz de coeficientes.
Rg(Aaum) es el rango de la matriz aumentada. La solucién estd en la tabla a continuacién:
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Sistema Tamano Rg(Acoet) | Rg(Aaum) Solucién
(ec., incogn.)

(1) 2,3 2 2 Infinidad de soluciones: grado de libertad 1
S = {(.’171,372,1}3) € R3 |l‘1 =—6—-3rx3Nx2=3 —4.11‘3}
(2) 3,3 3 3 Solucién tnica: S = {(0,0,0)}
(3) 2,2 2 2 Solucién tnica: S = {(£,4) }
(4) 2,3 2 2 Infinidad de soluciones: grado de libertad 1

S = {(:El,.’l,‘g,xg) € R3 |$1 = % —Tx3 ANxo = -5+ %l‘g}
Solucién unica: S = {(2,-3,1)}

3 4 No hay solucién ya que los rangos

de las dos matrices son diferentes: S = ()

Problema 2.7: Existencia/Unicidad de soluciones 2

Al resolver SELs, se encuentran las matrices aumentadas a continuacién. Los pardmetros a, b, ¢ son constantes
reales. Notamos las incognitas z1, zo, ... Indicar, detallando tu respuesta y para cada SEL considerado:

Nl e
w| w
w
w

= El ndmero de incégnitas y de ecuaciones.
= Si el sistema admite solucién, en funcién de a, by c.
= Si la solucién es tnica, en funcién de a, b y c.

= la solucién del sistema, en funcién de a, by c.

1 0 0 | O
10 3 | —6 10 | 2
<1>< )(2) 010 0 (3)( )
0 a b | c 00 a |l b 0 a | b

Solucion:
Notaremos S el conjunto solucién para cada SEL:

Caso (1)

[ ] Sl a = b =C= O
Infinidad de soluciones con grado de libertad 2. S = {(ml, To,m3) € R |7 = —6 — 33 }

s Sia=b=0yc#0
No hay solucion.

aSia£00b+#£0
Infinidad de soluciones con grado de libertad 1. S = { (21, 22, 23) € R3 |1 = —6 — 3w3 A azy + bxg = c}.

Caso (2)

= Sia=b=0
Infinidad de soluciones con grado de liberta 1. S = {(xl, T9,13) ER3 |z =0A T3 =0 }

" Sia=0yb#0
No hay solucién.

m Sia#0
Solucién tnica S = {(0,0,b/a)}.

Caso (3)
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= Sia=b=0
Infinidad de soluciones con grado de liberta 1. 8§ = {(z1,22) € R® |z, = 2 }.

= Sia=0yb#0
No hay solucién.

» Sia#0
Solucién tnica S = {(2/3,b/a)}.

Problema 2.8: Método de Gauss-Jordan y método de Cramer

Resolver los SEL a continuacién utilizando ambos métodos (cuando posible):

3rx1 — 222 =5 — x3 To=1—1x3 1+ T+ x3=>5
(a) < 4xs+ 22421 =10 () x1=15—3z3 (¢) o1 —x2—223=7
To =x3+2x1— 5 1+ 20+ 2x3=0 201 = 12 + x3
—x9 — Dx3 = 5 —xo — dx3 + T4 = 5
(d) Zwl ;l— To j— 8x3 i -5 (e) —931_—|— $2_—|- 8rz — x4 i -5 (f) _xlifzm i_x?é;;’gilx4 ; _55
Ty —xo—Tx3 = 0 dr) —x9 —4da3+224 = 0 Avy — @0 — dan 422, = 0
10y — baxe — 63 = 4 2x) — Txs + x4 = 4 1 2 3 4

Solucion:
Sistema (a): Se puede resolver con ambos métodos.

10 20 10
5= {<‘7"7"7>}

Sistema (b): Se puede resolver con ambos métodos.
S={(-1,-1,2)}

Sistema (c): Se puede resolver tinicamente con Gauss-Jordan.

S = {(1‘1,.1‘2,%3) & RB 2

1 3
1’1:64—51‘3/\.’172:—1——.7)3

Sistema (d): El sistema no tiene solucién.

Sistema (e): Se puede resolver inicamente con ambos métodos.
S — 183 92 61 198
B 1197 1197 1197119
Sistema (f): Se puede resolver inicamente con Gauss-Jordan.

e R i i T R T R KA A F R T

Problema 2.9: Calculo de determinantes

Calcula el determinante de las siguientes matrices:

S = {(131,:32,1173,1’4) S R4

15 3 40 18 ) 1 }
4
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a) Matriz 2 x 2:

b) Matriz 3 x 3:

¢) Matriz 3 x 3:

w
[N}
—

d) Matriz 4 x 4:

1 0 2 1
3 1 0 4
D= 2 511
1 110
e) Matriz 4 x 4:
1 2 3 4
0 1 0 2
E= 5 6 7 8
1 01 0

En cada caso, realiza los cédlculos correspondientes para obtener el determinante.

Solucion:
Calcula el determinante de las siguientes matrices:

. 3 5 (a1 a2
A_<2 4)_<a21 azz)

El determinante de una matriz 2 x 2 se calcula con la férmula:

a) Matriz 2 x 2:

det(A) = 11022 — A12021

Aplicando los valores:
det(A)=(3)(4) — (5)(2) =12—-10=2

b) Matriz 3 x 3:

1 2 3 bir bz bis
B=10 4 5| =|ba1 by bog
6 7 8 bs1 by bss

El determinante de una matriz 3 x 3 se calcula con la expansién en cofactores:

4 5 0 5 0 4
det(B) = b - det <7 8>_b12'det (6 8)+b13'det <6 7>

Calculamos cada determinante 2 x 2:

det (‘; g) — (4)(8) — (5)(T) = 32— 35 — —3
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Sustituyendo en la férmula:
det(B) = (1)(=3) — (2)(—=30) + (3)(—24)
det(B) = —-3+60—72=-15

2 10 €11 C12 Ci3
C = 3 2 1 = Cg1 C22 C23
1 4 3

C31 (32 (33

c) Matriz 3 x 3:

Usamos expansion en cofactores para calcular el determinante:

2 1 3 1 3 2
det(C) = ¢11 - det <4 3)—012~det <1 3>+c13odet (1 4)

Calculamos cada determinante 2 x 2:

da(ié):@xm_ux@=6_4:2

dm(?é) 3)3) = (1)(1)=9—1=38

@%?gz@w_mm:mnzm

Sustituyendo en la férmula:
det(C) = (2)(2) = (1)(8) + (0)(10)

det(C) =4—8+0=—4

d) Usamos el desarrollo en cofactores:

10 2 1
31 0 4
det(D):2511
1110
1 0 4 0 2 1 0 2 1 0 2 1
= (=DY' 5 1 1|4+ (=1)2*1.3.5 1 1|+ (=1)**.2.|1 0 4|+ (=D*-|1 0 4
1 10 1 1 0 110 5 1 1
11 0 4, [0 4 2 1 2 1
- IL J_5L J+L J+wh J 3L J
2 1 2 1] |2 1 2 1
B I
= 24
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e) Usamos el desarrollo en cofactores:

1 2 3 4
010 2
det(E) = |5 6 4 g
1010
10 2 2 3 4 2 3 4
= (=D'.16 4 8+ (=151 0 2+ (-D*.|1 0 2
01 0 010 6 4 8
4 8 0 2 0 2 3 4 0 2 [3 4 3 4
i R B B R R
= -8

|

Problema 2.10: Determinante

Determine la constante k € R para que la matriz tenga inversa:

3k 1 -1
A=1|-2 k 4
k0 1

Solucion:
Una matriz cuadrada admite una inversa dnicamente si su determinante es diferente de 0. Calculamos el
determinante de la matriz A:

Al = 3k-(1-k—0-4)—(=2)-(1-1-0-(=1)+k-(1-4—k-(-1))
= 3k*+2+k -(4+k)
4k% + 4k + 2

Los valores de k que permiten que la matriz A admita una matriz inversa son tales que 4k% + 4k +2 # 0. Esta
ecuacién no tiene solucién real, asi que para cualquier valor de k, la matriz tiene inversa.

Problema 2.11: Operaciones con matrices

Sean las matrices:

A:(\_/g ’ —81> B ; - (i’ . jg) D=(1 0 —4) E= —7;1 A=m
Determine lo siguiente:

(1) (A+C)B

() AM(C - A)

Solucion:

Dado que las matrices y vectores se encuentran en las siguientes dimensiones:

- A es una matriz 2 x 3, - B es un vector columna 3 x 1, - C' es una matriz 2 x 3, - D es un vector fila 1 x 3,
- E es un vector columna 3 x 1, - A = 7, un ntmero real.

Ahora resolvemos cada una de las operaciones solicitadas:

. (A+C)B
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Primero, debemos sumar las matrices A y C. Dado que ambas son matrices 2 x 3, la suma es valida:

-2 3 -1 3 4 2
4= 0 %) o=0 7 )
-2+4+3 344 —1+2>_< 1 7 1 >

A+C:(\/§+1 0+7 8+v5) \V3+1 7 8+V5

Ahora multiplicamos esta suma por el vector B:

—4
B=|1
2

La multiplicacién de una matriz 2 x 3 por un vector columna 3 x 1 da como resultado un vector columna
2 x1:

4
17 1
(A+C)B:<x/§+1 7 8+\/5> ;

Realizamos el producto:

Primera fila: 1(—4)+7(1)+1(2)=—-4+7+2=5

Segunda fila: (V34 1)(=4) +7(1) + (8 + V5)(2) = —4(v/3+1) + 7+ 2(8 + V/5)
= —4v/3-4+7+16+2V5
= —4v3419+2V5

Por lo tanto:

5
(A + C)B - (—4\/§ + 19 + 2\/5)
- AC - A)

Restamos las matrices C'y A:
3 4 2 =2 & =l
c=(i 7 vs) 2=( 0 %)
coa_(3-( 4-3 2-(-D\_( 5 1 3
“\1-v3 7-0 Vv6-8) \1-v3 7 V5-38

Ahora multiplicamos esta matriz por A = m:

(C-A=7(, "5 7 vies)= (s V8 7 AE-3)
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« \(BD)E- B

Primero multiplicamos el vector B (que es 3 x 1) por el vector fila D (que es 1 x 3):

—4
B=|1], D= (1 0 —4)
2
El producto BD es una matriz 3 x 3:
—4 —4(1) —4(0) —4(-4) —4 0 16
BD=1|1 (1 0 —4) =| 1(1) 1(0) 1(—4) |=11 0 —4
2 2(1) 2(0) 2(—4) 2 0 -8

Ahora multiplicamos esta matriz por el vector columna F:
E=1] e
-1

La multiplicacién de una matriz 3 x 3 por un vector columna 3 x 1 da como resultado un vector columna
3 x 1:

—4 0 16 ™
BD-E=|1 0 -4 e
2 0 -8 -1

Realizamos el producto:

Primera fila: (—4)(m) + 0(e) + 16(—1) = —47 — 16

Segunda fila: (1)(w) + 0(e) + (—4)(-1) =7+ 4

Tercera fila: (2)(m) + 0(e) + (—=8)(—1) =27+ 38

Entonces:
—47 — 16
BD-FE = T+4
2r 4+ 8
Finalmente, multiplicamos por A = 7:
—47 — 16 —472 — 167
XBD-E)=m T+ 4 = w2+ 4n
2+ 8 272 + 87
Y ahora restamos B:
—4
B=11
2
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Realizamos la resta:

—47?2 — 167 —4 —47? — 167 + 4
w2 + A7 — 1 = w24 4dr—1
22 + 87 2 22 + 87 — 2
Por lo tanto:
—47? — 167 + 4
ABD-E)—B= 72+ 47 —1
272 + 81 — 2

Problema 2.12: Propiedades de las operaciones de matrices

Indicar cuales de las propiedades a continuacién son correctas para las operaciones entre matrices. Cuando lo
son, reescribirlas con cuantificadores

1. Asociatividad de la suma de matrices
2. Conmutatividad de la suma de matrices

Existencia del neutro aditivo

= o

Existencia del inverso aditivo

(@21

Asociatividad del producto de matrices

6. Conmutatividad del producto de matrices
7. Existencia del neutro multiplicativo
8

. Existencia del inverso multiplicativo

Solucion:
1. Asociatividad de la suma de matrices:

VA,B,C € Mpxn(R), (A+B)+C=A+ (B+0C).
2. Conmutatividad de la suma de matrices:
VA,B € Mpyxn(R), A+ B=DB+ A.

3. Existencia del neutro aditivo:

0 € Mpxn(R) : VA € Mypxn(R), A+0=A.
4. Existencia del inverso aditivo:

VA € Mpxn(R),3B € Mpxn(R), A+B=B+A=0.

5. Asociatividad del producto de matrices:

VA,B,C € Mpxm(R), (A-B)-C=A-(B-QC).

6. Conmutatividad del producto de matrices: El producto de matrices no es conmutativo en
general.
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7. Existencia del neutro multiplicativo: Se puede definir inicamente en el caso de matrices cuadradas
(que tienen el mismo ndmero de renglones y de columnas).

N, € Mpxn(R),VA € My, xn(R), A-I,=1,-A=A.

8. Existencia del inverso multiplicativo: Se puede definir inicamente para matrices cuadradas que
admiten una matriz inversa (que tienen un determinante diferente de 0). En este caso tenemos:

JAT e Mpxn(R), A-A'=A"1A=1I,.

Problema 2.13: Formula del binomio

Es cierto decir que VA, B € My,xn(R), (A + B)?> = A2 +2A- B + B??

Solucion:
Usamos la definicién del cuadrado: (A+ B)? = (A+ B)-(A+ B) = A2+ A- B+ B+ A+ B?. Recordamos que
el producto de matrices no conmuta, asi que en el caso general, A- B+ B- A # 2A- B.

Problema 2.14: Propiedades de determinantes

Sean dos matrices A, B € M, x,(R) cuadradas y un ntimero real « € R.

1. ;A qué es igual el determinante de la matriz aA?

2. ;Es correcta la afirmacién |A + B| = |A| + |B|?

;Es correcta la afirmacién |AB| = |A| - |B|?

Mostrar que el determinante de una matriz con un renglén o una columna de puros 0 es igual a 0.

5. Mostrar que A - I, = A.

Solucion:
1. |aA] = a™|A|.
2. |A+ B| = |A| 4 |B| no es correcto en el caso general.

3. |AB| = |A| - |B| es correcto.

4. Sea una matriz A € M,,«,(R) tal que su k-esimo renglén tenga puros 0. Calculamos su determinante
desarrollandolo respecto a este mismo renglén:

Al = > ar (-1 My,
j=1
= ak1<—l)k+1|Mk1| ol akg(—l)k+2|Mk2| + ...+ akn(—l)k+n|Mkn| (2)

donde |Mjy;| es el determinante del menor Mj; asociado al elemento a;;. Debido que todos los elementos
ar; son iguales a 0 por hipdtesis, entonces |A| = 0.
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Problema 2.15:

Sean tres matrices A € My, xn(R), B € M,»(R) y C € M, (R).

a) Qué condiciones tienes que cumplir m,n, p,q,r,t para que se pueda realizar la operacién (A + B) - C.
b) ;Qué propiedad de las operaciones entre matrices se enuncia (A+ B)-C=A-C+ B-C?

¢) Demostrar la propiedad del b.

Solucion:

a) Condiciones para realizar la operacién (4 + B) - C

Para que se pueda realizar la operaciéon (A + B) - C, primero debemos asegurarnos de que la suma de las
matrices A + B esté definida. Esto es posible si y solo si A y B tienen las mismas dimensiones, es decir:

A€ Mpysn(R), B € Mpyxn(R)

En este caso, tanto A como B deben tener dimensiones m X n.

Después de asegurarnos de que A + B esté bien definida, debemos verificar si podemos multiplicar A + B por
la matriz C. Para que la multiplicaciéon de matrices esté definida, el nimero de columnas de la matriz A + B
(que es n) debe ser igual al nimero de filas de la matriz C' (que es r):

n=r

Por lo tanto, las condiciones necesarias son:

A, B e Mpxn(R), C e M,y :(R)

b) Propiedad de las operaciones entre matrices
La propiedad que se enuncia es la propiedad distributiva de la multiplicacién de matrices con respecto a la
suma. Es decir, se cumple la siguiente relacién:

(A+B)-C=A-C+B-C

Esta propiedad establece que la multiplicacién de una matriz suma por otra matriz es igual a la suma de las
multiplicaciones de las matrices individuales.

¢) Demostracién de la propiedad

Para demostrar que (A+ B)-C = A-C + B - C, consideremos las matrices A = [a;;], B = [b;j] y C = [c45].
El producto (A + B) - C es la multiplicacién de la matriz A + B por la matriz C, cuya i-ésima fila y j-ésima
columna esta dada por la suma de los productos de las filas de A + B y las columnas de C:

[((A+B)-Cl;; = [Z(aik + bik)ckj]

k=1

Esta expresion se puede separar de la siguiente manera:

[(A+ B) - C]ij = [i AikChyj | +
k=1

> bikckj‘|
k=1

Lo que se puede reescribir como:
(A+B)-C=A-C+B-C
Por lo tanto, hemos demostrado que:

(A+B)-C=A-C+B-C

Esta es la propiedad distributiva de la multiplicacién de matrices.
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3 SISTEMAS NUMERICOS

Problema 3.1: Cerradura de operaciones

a) Indicar si las operaciones son cerradas (C) o abiertas (A) para los conjuntos dados completando la tabla:

Conjunto | + | — | x | +
N
7
Q
R
C

b) Se admiten por axioma las propiedades de cerradura en N y Z. Demostrar a partir de lo anterior las
propiedades de cerradura de las cuatro operaciones en Q.
¢) {Cuales de los conjuntos N, Z, R y C es un campo? No se pide ninguna demostracion.

Solucion:
a) La tabla completada es la siguiente:

Conjunto | + | — | X | =
N C|A|C|A
Z c|C|C|A
Q c|Cc|C|C
R c|c|cCc|cC
C c|Cc|C|C

b) Por definicién, los nimeros racionales Q son aquellos que pueden expresarse como cocientes de enteros,
con denominador no nulo:

@:{5‘ eZ,qu\{o}}.

» Suma (+):

Sean a = &L
q1

yb="2 conpi,p €Zy q,q €Z\{0}. Susuma es:

_bh P2 D@ +P2q1
a g2 q1q2
El numerador piqs + p2q1 es un entero, y el denominador gi;gs es un entero distinto de cero por la

cerradura del producto y de la suma en Z. Por lo tanto, a + b € Q.

= Resta (—):
Similar al caso de la suma, dado que la resta también es cerrada en Z:

a+b

a—b="Pr1_P2_ P192— P20 cQ

a2 192
» Multiplicacién (x):
Sean a = % yb= 2’—;’. Su producto es:
p_PL P2 _ D2
a 92 Q192

Dado que tanto el numerador como el denominador son enteros (con g1ga # 0) y por la cerradura del
producto en Z, el producto pertenece a Q.

a -
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= Divisién (=):

Paraa =B y b= 2 con b +# 0, la divisién es:
q1 q2’ ’
@ _ Pig
142
a+b=4 =—.
e P21

Nuevamente, p1gs € Z por la cerradura del producto en Z y paq; # 0. Por lo tanto, a + b € Q.

Asi, todas las operaciones estan cerradas en Q.

¢) Los conjuntos que son campos son aquellos donde las operaciones +, —, x, y = (excepto la divisién entre
0) estén cerradas, y se cumplen las propiedades de asociatividad, conmutatividad, distributividad y existencia
de elementos neutros e inversos. De los conjuntos dados, los campos son:

QR,C.

Problema 3.2: Propiedades de los enteros

Sea la funcién proposicional P(z,z) de enunciado “z es multiplo de 2z”. Analizar el valor de verdad de las
frases a continuacion y justifica tu respuesta:

a) Vxi,29,2 €Z,[P(x1,2) A P(xs2,2)] = P(x1 — x2, 2)
b) Vx,z1,20 € Z,[P(x,21) A P(z,23)] = P(x,21 — 22)

Solucion:

a) La proposicién es verdadera. Justificacién: Si P(x1,2) y P(z2, z) son verdaderos, entonces x1 y xa son
multiplos de z. Esto implica que existen k1, ko € Z tales que:

r1=kiz y x2=koz
Al calcular 1 — z9, obtenemos:
X1 — T2 = klz — kQZ = (/Cl — kQ)Z

Como k1 — ko € Z, se cumple que z1 — x5 es miltiplo de z, es decir, P(x1 — x2, 2) es verdadero. Por lo
tanto, la proposicion es valida.

b) La proposicién es falsa. Justificacién: Si P(x, z1) y P(x, z2) son verdaderos, entonces x es multiplo de
z1 y de z2. Esto implica que existen ki, ks € Z tales que:

r=kiz1 y x=kyzo.

Sin embargo, esto no garantiza que x sea multiplo de z; — z5. Por ejemplo, consideremos x = 10, z; = 5
y 2o = 2. Aqui, z es multiplo de z; y 29, es decir:

P(10,5) y P(10,2) son verdaderos.

Pero z1 — 25 = 3, y P(10,3) es falso. Encontramos aqui un contraejemplo.
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Problema 3.3: Propiedades de los racionales

Sea la funcién proposicional P(z) de enunciado “z € Q”. Analizar el valor de verdad de las frases a continua-
cion y justifica tu respuesta:

a) V.Il, X9, [—\P(lj) AN —\P(Jfg)] = _'P(Llil — 132)
b) Va,x9 € Z,[P(x1) A P(a2)] = P(x1 - 22)

Solucion:
Sea la funcién proposicional P(z) de enunciado “x € Q”. Analizar el valor de verdad de las frases a continua-
cién y justificar la respuesta:

a) Vxi,x9, [P(x1) AP(22)] = - P(x1 — 22)
b) Va1, 20 € Q, [P(.’El)/\P(.TQ)] :>P(SL’1 '$2)

Anadlisis y justificacién:

a) La proposicién es falsa. Justificacién: Si =P(x1) y =P(z2), entonces 1 y 2 no son racionales, es decir,
son numeros irracionales. La proposicién plantea que si ambos niimeros son irracionales, entonces su
diferencia x; — x2 también es irracional (—P(xz; — z2)). Sin embargo, esto no es siempre cierto. Por

ejemplo:
r1 = \/5, To = \/5

Aqui, x1 y z2 son irracionales, pero:
.231—.%2:\/»—\/5:07

v 0 € Q, lo cual contradice la proposicién. Por lo tanto, la proposicién no es vilida en general.

b) La proposicién es verdadera. Justificacién: Si P(z1) y P(x2), entonces 1 y 2 son nimeros racionales.
La proposicién plantea que el producto de dos niimeros racionales es también un nimero racional. Esto
es siempre cierto porque la multiplicaciéon de dos ntimeros racionales produce otro ntimero racional. Si
Ty = 7§y T2 =3, donde a,b,c,d €Zyb,d#0, entonces:

ac

e c_a
b d bd

Ty - Tg =

y ac € Z,bd € Z con bd # 0. Por lo tanto, x1 - x2 € Q. Asi, la proposicién es vélida.

Problema 3.4: Subconjuntos

a) Encontrar todos los subconjuntos del conjunto de naturales B = {1, 2, 3,4}.

b) Indicar cuales de ellos son subconjuntos propios.

¢) Escribir el nimero de subconjuntos de B utilizando combinatorias.

d) De manera general, jcémo se podra escribir el nimero de subconjuntos de un conjunto de naturales de n
elementos?

Solucion:
a) Escribimos todos los subconjuntos del conjunto de naturales B = {1,2,3,4} en la tabla a continuacién.
b) Todos los conjuntos de la tabla son subconjuntos propios de B, con la excepcién de {1,2,3,4}.

Algebra Superior 32 /54 Guia de Estudio para el Examen Extraordinario



0
{1} {2} (3} {4}
1,2y {13} {14} {23} {24} {34}
{1,2,3} {1,2,4} {1,3,4} {2,3,4}
{1,2,3,4}
¢) Podemos escribir el nimero de subconjuntos como:

cl+cCl+C? 403+ 04

d) De manera general, se podra escribir el nimero de subconjuntos un conjunto de n elementos naturales

€Omo:
n
n
2.G
p=0

Problema 3.5: Definicién por extensiéon y por comprensiéon

Para cada conjunto a continuacién,
= Indicar cual es el Universo I/ considerado
= Indicar si estd definido por comprensién o por extension.
= Dar su otra definicién.

= Expresar su complemento con ambas definiciones.

a) A={meZlm*>>16Am> -7}
b) B=[-5,10)

c) C:{mEZ‘mZEQ/\m>—8}

d) D=(-6,7]

e) E={meZ2Zm<m?*Am>-5}
f) F=(-13,22]

) Q:{mEZ’4m<m2/\m2—6}
h) Hz{meZ‘5m2m2Vm:10}
) I={meZlm®>>4Am®<50}

Solucion:
s A={meZ|m*>16 Am> -7}

e Universo: U = Z (enteros).

Definiciéon: Por comprension.

Definicién alternativa: A = {—6,—5,—4,4,5,6,...} (por extensién).

Complemento:
o Por comprensién: A°={m e€Z|m? <16 Vm < -7}
o Por extension: A° = {..., -8, —-7,-3,—-2,—1,0,1,2,3}

» B=[-5,10)
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Universo: U = R (reales).

Definicién: Por extension.

Definicién alternativa: B = {z € R| =5 < z < 10} (por comprensién).

Complemento:
o Por comprensién: B°={zr € R |z < -5V z > 10}
o Por extensién: B¢ = (—oo, —5) U [10, 00)

. C:{m€Z|m229/\m>—8}

e Universo: U = Z (enteros).
e Definicién: Por comprensién.

e Definicién alternativa: C = {—7,—6,—5,—4,—-3,3,4,5,6,...} (por extensién).

Complemento:
o Por comprensién: C¢ = {m EZ|m?2<9Vvm< 78}
o Por extensién: C°={...,-9,-8,-2,-1,0,1,2}
« D= (_67 7}
e Universo: U = R (reales).

Definicién: Por extension.

Definicién alternativa: D = {& € R | =6 < x < 7} (por comprension).

Complemento:
o Por comprensiéon: D¢ ={x e R |z < -6V > 7}
o Por extensién: D¢ = (—oo, —6] U (7,00)

s E={meZ|2m<m?Am > -5}

Universo: Y = Z (enteros).

Definicién: Por comprension.

Definicién alternativa: & = {—4,—3,-2,3,4,5,...} (por extensién).

Complemento:
o Por comprensién: £¢ = {m €Z|2m > m2Vm < —5}
o Por extensiéon: £¢={...,—6,—5,—1,0,1,2}

Problema 3.6: Numeros complejos: parte real y parte imaginaria

Dar la parte real y la parte imaginaria de los niimeros complejos. Indicar cuales son reales puros e imaginarios

puros:
1. 3617
2. —4
3. 21
4. 0
5. 60 —9
6. 3i% +4i — 2
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Solucion:
1. 3 — 6:: Parte real: 3, Parte imaginaria: —6.
2. —4i: Parte real: 0, Parte imaginaria: —4 , Imaginario puro.
3. 21: Parte real: 21, Parte imaginaria: 0, Real puro.
4. 0: Parte real: 0, Parte imaginaria: 0, Real puro (es un caso especial).
5. 61 — 9: Parte real: —9, Parte imaginaria: 6
6. 3i% + 44 — 2: Primero evaluamos 4> = —1, entonces:
312 +4i —2=3(-1)4+4i —2=—-3—-2+4i=—5+4i.

Parte real: —5, Parte imaginaria: 4.

Problema 3.7: Parte real, parte imaginaria, médulo, argumento

Indicar si las siguientes aseveraciones son verdaderas o falsas. Justifique con detalle sus respuestas.

(1) Re(zw) = Re(z)Re(w)
(11) arg(z122) = arg(21) + arg(22)
() [z +wl=l 2|+ w]
(1v) [Re(2)] < |2 A [Im(2)] < |2]
(V) [2] = I2|
Solucion:

(1) Falsa: La parte real del producto de dos ntimeros complejos z = a + bi y w = ¢ + di se calcula como:
R(zw) = R((a + bi)(c + di)) = ac — bd.
Por otro lado, R(z)R(w) = ac. En general, ac — bd # ac. Contraejemplo: z =1+, w=1—i:
Rzw) =R(AL+i)(1—-i)=RAL-*)=R2)=2, RE)R(w)=1-1=1.

(11) Verdadera: Para z; = rie'%t y 2o = €2, el argumento del producto es:
arg(z122) = arg(rir2e 1192y = 0; + 05 = arg(z1) + arg(22),
salvo que los argumentos se ajusten a un intervalo estdndar (por ejemplo, (—m,7]).
(1) Falsa: Segin la desigualdad triangular, se cumple:

| z+w|<]z|+]w].

La igualdad ocurre solo cuando z y w tienen la misma direccién en el plano complejo (es decir, son
nimeros proporcionales con un factor positivo). Contraejemplo: z = 1+ i, w = —1 — @

lz4+w|=|0|=0, |z|+]|w|=V2+vV2=2V2.
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(1v) Verdadera: Sea z = a + bi, entonces |z| = va? + b%. Como |R(z)| = |a| v [S(2)| = |b]:

la] < Va2 + b2, || < Va? + b2,

lo cual es cierto porque |a|® = a2 y [b|> = b2 son términos del cuadrado de |z|.

(v) Verdadera: Sea z = a + bi, entonces su conjugado es Z = a — bi. El médulo de z es:

2 = Va2 + 02, [z] = Va+ (=b)% = Va2 + b2

Por lo tanto, |z| = |z|.

Problema 3.8: Potencias de 1

Reducir los ntumeros:

1. 42

Solucion:
Sabemos que los poderes de i siguen un patrén ciclico de 4 pasos:

Para reducir las potencias mayores, basta con calcular el residuo de la potencia al dividirla entre 4. Sea n el
exponente, entonces:

donde ¢ es el residuo de la divisiéon entera de n entre 4.
1. i%: Residuo de la divisién de 2 entre 4: 2. Por el ciclo, i = —1.
2. i8: Residuo de la divisién de 8 entre 4: 0. Por el ciclo, i® = 1.
3. i238: Residuo de la divisién de 238 entre 4: 2. Por el ciclo, i23® =42 = —1.

4. i¥7: Residuo de la divisién de 497 entre 4: 1. Por el ciclo, {497 = ¢! =i.

Problema 3.9: Operaciones de complejos

Realice las siguientes operaciones en C. Simplifique y exprese las respuestas en la forma a+ bi, donde a,b € R.

1. (3+43) + (5—21)
2. (7—3i) — (2 + 6i)
3. (2+434) - (1 —49)

6-+8i
455

3+51¢
5. 4474

6. (1414)*
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7. (5+12i) - (3 — 44) +2 — 3i

Solucion:
1. Suma:
(B+4i)+(5—-2i)=(3+5)+(4—-2)i=8+2i

2. Resta:
(7-3i)—(246i))=(7T—2)+(-3—-6)i=5—9i

3. Producto:
(2+43i)-(1—4i)=2-1+2-(—4i)+3i- 1+ 3i-(—4) =2-8i+3i—122=14—5i
4. Division:

648 (6+8i)(2+1i) (6+8i)(2+14) 12+6i+16i+8i% 12+22i—8 4422 4+@i
2—4i  (2—9)(2414) 5 B 5 N 5 85 & B

5. Division:

3450 _ (3+5)(4—7i) _ (3+450)(4-7i) _12-21i+20i =35 _12-i+35 47—i 47 1

447 (4474 -Ti) 65 65 65 65 65 65

6. Potencia:
A+ =0+ A+ =0+2i4+) - 1+2i+)=1+2i—1)-14+2i—1)=2i-2i = —4
7. Producto y suma:

(54 12i) - (3 — 4i) + 2 — 3i = (15 — 20i + 36i — 48i%) + 2 — 3i = 15+ 16i + 48 + 2 — 3i = 65 + 13

Problema 3.10: Formula de de Moivre

Utilizando la féormula de de Moivre, realizar las siguientes operaciones. Expresar las respuestas en la forma
a + bi, donde a,b € R.

1 (cos (%) + isin (%))6

2. (cos ( + isin (%))4

5. (cos (g) + ¢sin (g))
Solucion:
1.
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s (2) 50 (2))' = (1 3) s 1-2)
e Ea P

V3
2

1
)

3.
1+:i= \/m(cos (Z) + isin (Z))
1417= \/§(COS (%) + 7 sin <%))

Aplicando la férmula de de Moivre:

(1+40)1° = (\/5) h (cos (10- %) + isin (10~ 2))

=1024 (cos <527r) + 7sin (527r>>

= 1024 (0 4 i(—1))

— 1024
4. Tr o W i
(cos (g) +isin (g)) = cos (12 - g) +isin (12 - 6)
= cos (27) + isin (27)
—1+40i=1
5.

(cos (g) + 7sin (g»s = cos (5 . g) + ¢sin (5 . g)
%8 .. [b5m
= cos <2) + 2s1n <2>

=0+4+1=1

Problema 3.11: Raices complejas

Resolver las ecuaciones:

1. 22=1
2. 2= -9
3. 22=2
Solucion:
1. 28 =1

Solucién: Sabemos que las raices de la ecuacién 22 = 1 = 1- €% son los valores que dan 1 al elevarlas

al cubo. Se pueden expresar como:
S 2k )

= e%) £=0,1,2

Algebra Superior 38 / 54 Guia de Estudio para el Examen Extraordinario



Donde € = cos(#) + isin(#). Las tres soluciones son:
20 = =1

2m 1 3
21 el%:—§+£i

@

«ff
-
S

N
)
I

3]

2. 2t =-9
Solucién: Primero, escribimos el nimero —9 en su forma polar. El nimero —9 tiene médulo 9 y
argumento :

—9 = 9"

Usamos la férmula de las raices de un nimero complejo en forma polar, es decir, para la ecuacién
2% = 9cis(7), las soluciones son:

o= v9 (™) k=0,1,23

La rafz cuarta de 9 es v/3, por lo que las soluciones son:
iz o _ (V6 V6
ZO:\/§64—\/§(COS<4>+zsm( ))-( +1 2)
\[
( ) TG
_; Ve
2
zgzx/gei%:\/g cos 7—71- + ¢sin 7—77 = @—z@
4 4 2 2
3. 22=2

Solucién: Escribimos 2i en su forma polar. El ntimero 2: tiene médulo 2 y argumento 7

(4
9)- (2

Las soluciones son:

20 =V2 et = \@(cos (%) + ¢ sin (%)) =1+

;BT 5 5
21 =V2e'T = \/§<COS (I) + 7sin (Z)) =—-1-—1
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Problema 3.12: Representacion grafica de nimeros complejos

En la figura 3, se representan 4 niimeros complejos. En azul estd el nimero z. Indicar a qué color corresponden
los ntmeros z, —z y —Z.

Solucion:

Sea z = a + ib. Entonces:

= Z = a — ib tiene la misma parte real que z pero la parte imaginaria inversa. Es el punto rojo.

= —2z = —a — ib, se invierten ambas partes real e imaginaria en comparacién con z. Es el punto verde.
= —Z = —a + ¢b tiene la misma parte imaginaria pero la parte real inversa. Es el punto amarillo.
. Teo (2)
e Z
> RL(Z)
®

Figura 3: Representacion grafica de un nimero complejo

Problema 3.13: Operadores Suma y Producto

Calcular

—~

S I
k=1 p=0 3—k
Solucion:
El producto dentro de la suma se puede escribir como:

(=2 _ 1 »
575 =55 112
Calculamos el producto Hﬁzo(—Q)p:
[[27=(2° (2" - (-2)°- (-2)*- (-2)* =1-(-2)-4-(-8)- 16
p=0

Entonces, el producto es 1024. Por lo tanto, tenemos:
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2. Suma sobre k:

Ahora sumamos para k =1y k = 2:

Para k = 1:

Para k = 2:

Por lo tanto, la suma es:

El resultado es:

1024 1024

—— =512
3—-1 2 g
1
024 _ 1024 _ 1024
3—-2 1

512 41024 = 1536

2 _9\
SIS

k=1 p=0

= 1536
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4 POLINOMIOS
TEORIA DE ECUACIONES

Problema 4.1: Suma, resta, producto de polinomios

Realizar las operaciones:
1. Sumar: P(z) =222 =522+ 3z — 1y Q(z) = —23 + 422 — 22 + 7.
2. Restar: P(z) =322+ 5z — 8y Q(z) = 2% — 2z + 4.
3. Multiplicar: P(z) = 2?4+ 22 -3y Q(z) = — 1.

Solucion:

1. Suma:
P(z) +Q(x) = (22 — 52 + 32 — 1) + (—2> + 42® — 2z + 7)

Agrupamos términos semejantes:
P(z) + Q(z) = (223 — 2®) + (—=52° + 42®) + (32 — 22) + (=1 +7)
P)+Qx)=23—22+2+6

2. Resta:
P(z) — Q(z) = (32 + 5z — 8) — (2% — 2z + 4)

Cambiamos el signo del segundo polinomio:
P(z) - Q(z) =32° +52 —8 —2® +2x — 4
Agrupamos términos semejantes:
P(z) — Q(z) = (3z® — 2®) + (5z + 2z) + (-8 — 4)
P(z) — Q(z) = 222 4+ Tz — 12

3. Multiplicacién:
P(2)- Q@) = (&® + 20 —3) - (@ — 1)

Distribuimos cada término de P(x):
P()- Q@) = (2% 2) + (& ~1) + (20 -2) + (22 ~1) + (=3-2) + (=3 1)
P(z) -Qz) =23 —2%4+22% — 2z — 3z +3
Agrupamos términos semejantes:

Plz)-Q(z) =3 +2> - 52+3
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Problema 4.2: Division sintética

1. Resolver la siguiente divisién de polinomios:

Solucion:

1. Vamos a realizar la divisién de P(x) entre Q(x) usando la divisién sintética.

1. Escribimos los coeficientes de P(z) = 3 — 422 + 52 — 2, que son [1, —4,5, —2]. 2. Dividimos entre
Q(z) = z — 2, por lo que tomamos el valor 2 para la divisién sintética.

La divisién sintética se organiza de la siguiente manera:

211 -4 5 —2

El cociente es 22 — 2z + 1, y el residuo es 0.

Por lo tanto, tenemos:

23 — 422 + 5z — 2
xr — 2

=22 —2r+1

Resultado final: El cociente de la divisién es 22 — 22 + 1, sin residuo.

2. El residuo siendo 0, podemos deducir que 2 es raiz del polinomio.

Problema 4.3: Divisién de polinomios

Resolver la siguiente divisién de polinomios:

P(z) 2x*—3z%+5z>—4z+6
Q(z) 2?2 —2x+1

Solucion:
Vamos a realizar la divisién de P(z) entre Q(z) usando la divisién larga de polinomios.

1. Dividimos el primer término de P(z) entre el primer término de Q(x): 20%4 = 222
2. Multiplicamos 2z% por Q(z) = x? — 2z + 1:

222 (22 — 2z + 1) = 2z* — 42 + 222
3. Restamos este resultado de P(x):

(2z* — 32% + 522 — 42 + 6) — (2z* — 42® + 20%) = 23 + 322 — 4z + 6

. . . . 7 . . . . 7 . 3
4. Dividimos el primer término del nuevo polinomio x* entre el primer término de Q(z): ==

5. Multiplicamos x por Q(z):

r(z? —224+1) =222+

6. Restamos este resultado del polinomio anterior:
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(23 +32% — 42+ 6) — (2® —22° + z) = 52> — 5z + 6

7. Dividimos el primer término 5x2 entre el primer término de Q(x): 52’ _ 5,

2
8. Multiplicamos 5 por Q(x): ’

5(x? — 2z +1) = 52°> — 10z +5
9. Restamos este resultado:
(522 — 5z + 6) — (52° — 10z + 5) = 52 + 1
Ahora tenemos un residuo de 52 + 1, ya que no se puede dividir més.

2 — 323 + 522 —4x + 6 S5r+1
= 272 54 ———
2 —2x+1 AT +x2—2m+1

Resultado final: El cociente de la divisién es 222 + z + 5, con residuo 5z + 1, por lo que podemos escribir
la divisién de la siguiente manera:

22* — 323 + 522 — 4z + 6 52 + 1
= 922 —_—
2 -2z +1 v +m+5+x2—2x—|—1

Problema 4.4: Raices y puntos criticos

Sean los polinomios

1
Alz) = 61‘2 —2x+6

2

x
= = 1
Tt

= x—2
T 3—x

()
(z)
()
() = z2—x—-2
()
(z)
()

S~/

x

T

2+ 23 —322 -5z -2
= 2% — 42’ +55—2
= —z°+3z-2

x

T

NZE O

x
M admite una raiz triple y N admite una raiz doble.

1. Factorizar los polinomios en términos lineales.
2. Encontrar sus limites cuando x — —oco y cuando x — +o0.

3. Encontrar sus puntos criticos, determinar para cada uno si es un minimo, un maximo o un punto de
inflexién.

4. ;Qué relacion existe entre el orden de una raiz y el comportamiento del polinomio en esta raiz ?

5. Demostrar el punto anterior con un polinomio de grado 4.

Solucion:
1. = A(z) es un polinomio de grado 2. Aplicando la formula general se obtiene una raiz doble en « = 6.
Entonces A(z) = §(z — 6)2.
= B(z) es un polinomio de grado 2. Aplicando la formula general se obtiene una raiz doble en x = —2.
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Entonces B(z) = 1(z + 2)2.
= P(z) ya es factorizado.
= Q(x) ya es factorizado.

= S(z) es un polinomio de grado 2. Aplicando la formula general se obtienen las raices 2 y -1. Entonces
S(z)=(x—2)(z+1).

= M(z) admite una raiz triple, entonces se puede escribir M (z) = (z — a)*(x — ) donde « es la raiz
doble y 3 es la raiz simple. Desarrollando esta expresiéon y comparando los términos semejantes,
se obtiene M (z) = (v — 2)(z + 1)3.

» N(z) admite una rafz doble, entonces se puede escribir N(x) = (z — a)?(z — 3) donde « es la rafz
doble y 8 es una raiz simple. Desarrollando esta expresién y comparando los términos semejantes,
se obtiene N(x) = (z — 2)(x — 1)2.

= Z(z) es un polinomio de grado 2. Aplicando la formula general se obtienen las raices 2 y 1. Entonces
Z(x)=(z—2)(z—1).

2. = Para el polinomio A(x) = %xQ — 21 + 6, el término dominante es 122. Como el coeficiente lider es

6
positivo, el limite cuando x — +o00 sera:

lim A(x) = 4+o0.

r—+o0
= Para el polinomio B(z) = %2 +x+1, el término dominante es %, que es de grado 2 y con coeficiente
positivo. Por lo tanto:
lim B(x) = +oc.

rz—+oo

= Para el polinomio P(z) = 2 — 2, que es de grado 1 con coeficiente positivo, tenemos:

lim P(z) =400, lim P(z)=—c0.

T—+00 T—>—00
= Para el polinomio Q(z) = 3 — x, que también es de grado 1 pero con coeficiente negativo:

lim Q(z) = —o0, ll;r_n Q(x) = +o0.

r—+00

2 _x—2, el término dominante es 22, que es de grado 2 y con coeficiente

= Para el polinomio S(z) =z
positivo:
lim S(z) = 4o0.
z—+oo
= Para el polinomio M (z) = z* + 23 — 322 — 52 — 2, el término dominante es x%, que es de grado 4
y con coeficiente positivo:
lim M(z) = +oo.
r—+o0
= Para el polinomio N(z) = 2% — 422 4+ 5z — 2, el término dominante es 23, que es de grado 3 y con

coeficiente positivo. Por lo tanto:

lim N(z) =400, lim N(z)= —o0.

r——+o00 T——00
= Para el polinomio Z(x) = —2% + 3z — 2, el término dominante es —x2, que es de grado 2 y con
coeficiente negativo:
lim Z(z) = —o0.
r—+oo

3. Los puntos criticos se encuentran derivando cada polinomio y luego resolviendo f’(z) = 0. Posterior-
mente, se utiliza la prueba de la segunda derivada para determinar si se trata de un maximo, un minimo
o un punto de inflexién.
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» Para A(z) = $2? — 2z + 6:

Derivada primera:

1
Al(z) = 3% 2
Resolviendo A’(x) = 0:
1
3%~ 2= = x=6
Derivada segunda:
1
A/I —
(@)=
Como A”(x) > 0, el punto z = 6 es un minimo.
Para B(z) = 1—2 +x+1:
Derivada primera:
B'(z) = ; +1

Resolviendo B’(z) = 0:

Derivada segunda:

1
Bl/ i
@=3
Como B"(x) > 0, el punto £ = —2 es un minimo.
Para P(z) =z — 2:
Derivada primera:
Plx)=1

Como la derivada no se anula, P(z) no tiene puntos criticos.

Para Q(z) =3 — a:
Derivada primera:

Q(x) =-1

Como la derivada no se anula, Q(z) no tiene puntos criticos.

Para S(z) =22 —z — 2:
Derivada primera:
S'(z) =2z —1

Resolviendo S’(z) = 0:

1
i T 9

Derivada segunda:
S"(z) =2

Como S”(x) > 0, el punto = ; es un minimo.
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» Para M(z) = z* 4+ 23 — 322 — 5z — 2:
Sabemos que M (z) = (x—2)(z+1)3, entonces M'(z) = 3(z—2)(z+1)?+(z+1)® = (z+1)?(4z—5).

Resolviendo la ecuacién M'(z) = 0 se obtienen dos puntos criticos en © = —1 y en x = %.

Calculamos la segunda derivada: M”(z) = 1222 + 6z — 6. Sustituyendo,

e M"(—1) =0, se trata de un punto de inflexién.
e M (2) =28l>0, se trata de un mfnimo.

» Para N(z) = 23 — 42 + 5z — 2:
Derivada primera:
N'(x) =32 — 8z +5

Resolviendo N'(z) = 0:
32> -8z +5=0

La discriminante es:
A= (—8)*—4(3)(5) =64 — 60 = 4

Las soluciones son:
8+v4 8+2
xTr = = —

6 6
Entonces:
_8+2 10 5 _8-2 6
=6 6 3 "6 ~6 !
Derivada segunda:
N'(z) =6x—8

Evaluando en = = g yz=1:

N <§) =6 (g) —8=10—8=2 (minimo)

N"(1)=6(1) —8 = —2 (mdximo)
Por lo tanto, x = % es un minimo y z = 1 es un maximo.
» Para Z(z) = —22 + 3z — 2:
Derivada primera:
Z'(z) = —2x +3

Resolviendo Z’(x) = 0:

3

Derivada segunda:
Z"(z) = =2

Como Z"(z) < 0, el punto = 3 es un méximo.

4. Se observa que

= una raiz simple no corresponde a un punto critico
= una raiz doble corresponde a un extremo

= una raiz triple corresponde a un punto de inflexién
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5. = Sea un polinomio de grado 4 con una raiz doble.
Se puede escribir como P(x) = a(z — a)?(z — B)(z — 7.
Su derivada es P'(z) = a(z — @) [2(z — B)(z — ) + (z — a)(z — B) + (x — a@)(z — 7)].Vemos inme-
diatamente que « sigue siendo raiz de la derivada, asi que el polinomio admite un punto critico en
a.
La segunda derivada da P”(«) # 0, entonces tenemos un maximo o un minimo en = = .

= Sea un polinomio de grado 4 con una raiz triple.
Se puede escribir como P(z) = a(z — a)?(z — ).
Su derivada es P'(z) = a(x — a)? [3(z — B) + (x — a)(z — B)].Vemos inmediatamente que o sigue
siendo raiz de la derivada, asi que el polinomio admite un punto critico en a.
La segunda derivada da
P"(z) = a(z—a)?[3 + (z — @) + (z — B)]+2a(z—a) [3(z — B) + (z — a)(z — B)], entonces P (a) =
0 y tenemos un punto de inflexién en x = a.
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Sea un campo F con dos operaciones +, - y un conjunto V con dos operaciones
+:VxV-=V y FxV->V

a) Enunciar las propiedades con las cuales tiene que cumplir V para ser un F-espacio vectorial.
b) Sea un conjunto W C V. ;Con qué propiedad tiene que cumplir W para ser un espacio vectorial?
¢) {Por qué no se tiene que cumplir todas las propiedades enunciadas en el a?

a) Para que V sea un espacio vectorial sobre el campo F, debe cumplir las siguientes propiedades:

1. Cerradura bajo la adicién: Vu,v € V, u+v € V.

2. Cerradura bajo la multiplicaciéon por escalares: Vaa € F, Vo € V, av-v € V.

3. Asociatividad de la adicién: Vu,v,w € V, (v +v) +w =u + (v + w).

4. Conmutatividad de la adicién: Yu,v € V, u+v =v + u.

5. Elemento neutro aditivo: 30 € V: Yo e V, v +0 =wv.

6. Inverso aditivo: Vo € V, 3—v €V : v+ (—v) =0.

7. Compatibilidad de la multiplicacién por escalares con la multiplicacién de F: Vo, B € F, Yo € V, a-(8-v) =
(ap) - v.

8. Distribucién de la multiplicacién por escalares respecto a la adicién de vectores: Vo € F, Yu,v € V, «a -
(u+v)=a-u+a-v.

9. Distribucién de la multiplicacién por escalares respecto a la adicién de escalares: Va, 8 € F, Yo € V, (o +
B v=a-v+p-v.

10. Elemento neutro para la multiplicaciéon por escalares: 31 € F: Yo €V, 1-v = 0.

b) Para que el conjunto W sea un subespacio vectorial de V, debe cumplir las siguientes propiedades:
1. Cerradura bajo la adicién: Vu,v € W, u+v € W.

2. Cerradura bajo la multiplicacién por escalares: Va € F, v e W, a-v € W.

3. Contener el elemento neutro aditivo: 0 € W.

Estas son las condiciones suficientes para que W sea un espacio vectorial, ya que W hereda las propiedades
de cerradura y el elemento neutro de V.

¢) No es necesario que W cumpla todas las propiedades enunciadas en el apartado a) porque W es un
subconjunto de V y hereda ciertas propiedades de V. En particular, si W es cerrado bajo la adicién y la
multiplicacién por escalares, y contiene el vector nulo, entonces el inverso aditivo de cualquier elemento de
W también pertenecerd a W. Ademads, como W es un subespacio de V, las demds propiedades de V ya se
cumplen de forma inherente en W, ya que W estd contenido dentro de V.

Sea V =R2. Dados @,7 € R? y A € R, se definen una suma de vectores —T— diferente de la usual:

~

(Umuy) + (Uacvvy) = (ux + 20z, uy + 31@)
= AMug, uy) = (Aug, Auy)

U+

A

ST

Explique si V es un espacio vectorial sobre R junto con estas operaciones.
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Tenemos que comprobar que se cumplen las 10 propiedades de los espacios vectoriales. Una en particular no

se cumple: la conmutatividad de la suma.

Sean @, 7 € R? tales que @ = (ug,uy) y ¥ = (vg,vy). Aplicando la suma definida arriba, tenemos:

('Uw’vy) =

(urauy) =

= (uwvuv)

S

Y ¥
Ya ¥

<y

= (v, vy)
Vemos que 4 T # U ¥ i en el caso general. Por ejemplo:

(10,1) ¥ (4
(4,2) ¥ (10

2)
1)

b
)

(uz + 20z, uy + 3vy)

(Vg + 2ug, vy + 3uy)

(10+2-4,1+3-2) = (18,7)
(4+2-10,2+3-1) = (24,5)

Mostrar que A(z) = 223 — 222 + 122 — 6 es una combinacién lineal de Q(x) = 23 — 222 — 52 — 3 y S(z) =
323 — 522 — 4x — 9 en P3(R), pero que B(x) = 323 — 222 + 7z + 8 no lo es.

= Polinomio A(z)

Sean «, 5 € R tales que aQ(z) + 8S(z) = A(x). Queremos mostrar que la ecuacién tiene al menos una

solucién. Resolvemos el sistema de ecuaciones:

a + 30
—2a — 5f
—5a — 40
—3a — 98

2
=7
12
—6

Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales con el método de Gauss-Jordan (no damos aqui el detalle

de la reduccién):

1 3 | 2
-2 -5 ‘ -2 Reduccién
5 —4 | 12
-3 -9 | -6

El sistema de ecuaciones admite una solucion.

10| —4
01 | 2
00| O
00| 0

Conclusién: A(z) es combinacién lineal de Q(x) y de S(z).

= Polinomio B(x)

Sean «, 5 € R tales que aQ(x) + 8S(z) = B(z). Queremos mostrar que la ecuacién tiene al menos una

solucion. Resolvemos el sistema de ecuaciones:

a + 38
—2a — 5p
—ba — 48
—3a — 98
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Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales con el método de Gauss-Jordan (no damos aqui el detalle
de la reduccién):

1 3 | 3 1 0] -9
-2 =5 ‘ -2 Reduccién 0 1 | 4
5 -4 | 7 “lo o | -2
-3 -9 | 8 00 | 17

El sistema de ecuaciones no admite solucién (Rg (Acoet) # Rg (Aaum))-
Conclusién: B(z) no es combinacién lineal de Q(z) y de S(x).

Determine si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes o independientes.
(2) {(v8,6),(v2,3)} CR?

(b) {(3,4,~1), (4,2,0)} C B?

(c) {(5,1,-4,1),(7,-1,0,2),(-2,5,1,9)} C R*

-2 4 4 -8

reales.

o {( D G s

(f) {z* — 23+ 522 -8z +6,—2*+2° — 522 + 52 —3,2* + 322 — 32+ 5,22 + 323 + 422 —x + 1,23 — 2 + 2}
en P4(R), espacio vectorial de los polinomios de grado 4 a coeficientes reales.

(d) { ( 1 _3) ) (_2 ¥ ) } en Mayo(R), espacio vectorial de las matrices de tamafo 2 x 2 a coeficientes

a) Notamos que v/8 = 21/2, lo cual nos lleva a escribir (v/8,6) = (2v/2,2 - 3) = (v/2,-3). El primer vector es
dos veces el segundo, asi que el conjunto no es linealmente independiente.

b) Sean «, 8 € R tales que (3,4, —1) + (4, —2,0) = (0,0, 0). Queremos saber si los valores «, 8 que cumplen
con esta ecuacion son Unicos e iguales a 0, lo cual nos indicard que el conjunto es linealmente independiente.
Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

3a+48 = 0
43 -2 = 0
- = 0

La tultima ecuacién nos indica que el tinico valor de o que cumple con el sistema de ecuaciones es @ = 0. Las
dos demds ecuaciones dan ambas 8 = 0.
Conclusion: el conjunto es linealmente independiente.

¢) Sean «, 3,7 € R tales que «(5,1,—4,1) + 5(7,-1,0,2) +v(—2,5,1,9) = (0,0,0,0). Queremos saber si los
valores «, 3, que cumplen con esta ecuacién son unicos e iguales a 0, lo cual nos indicard que el conjunto es
linealmente independiente. Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

5 + 76 — 2y = 0
a — B 4+ by =0
—4a + v =0
a + 26 + 9y =0
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Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales se obtiene una solucién tnica a = § =y = 0.
Conclusion: el conjunto es linealmente independiente.

1 -3 -2 6 0 0
c) Seana,BERtalebquea(_Q 4>—|—ﬁ(4 —8>_(0 0),

Queremos saber si los valores «, 8 que cumplen con esta ecuacién son tnicos e iguales a 0, lo cual nos indicard
que el conjunto es linealmente independiente. Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

« - 26 =0
—3a + 68 = 0
—2a + 46 = 0

4da — 88 = 0

Escribiendo la matriz aumentada asociada al sistema de ecuaciones y aplicando el método de Gauss-Jordan,
se obtiene la matriz aumentada:

1 -2 ] 0
0O 0 | O
0O 0 | O
0O 0 | O
Se obtiene una infinidad de soluciones: o = 24.
Conclusién: el conjunto no es linealmente independiente. Nota: podiamos notar que —2 (2 _43) =

-2 - . . . .
( 4 _68>, lo cual nos indica directamente que el conjunto es linealmente dependiente.

1 0 0 1 -1 2 2 1 0 0
e)Seanmﬁm,&eRtalesquea(2 1)+5<1 1)—}—7(1 0)—1—(5(4 4>—(0 O)'

Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

« - 7y + 20 =0

+ B8 + 2y + 6 =0
20 + B + 4 — 45 = 0
a + p + 456 = 0

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales se obtiene una solucién tnica a = =~ =6 = 0.
Conclusion: el conjunto es linealmente independiente.

f) Sean «,f,7,0,¢ € R tales que a(x4f:c3+5x278x+6) + B(fx4+x375x2+5x73) +
v(z*+322 —3z+5) +6(2z* + 33 + 42 —z+ 1) + e (2> -z +2) =0.

Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales

a - B + v + 2 =0
-a + B + 30 + e =
5 — B8 + 3y + 46 =

—8a + 538 — 3y — & — € =

6 — 38 + 5y + 4 + 2 =0

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales se obtiene una solucién tinica o = g =vy=9§ =€ =0.
Conclusion: el conjunto es linealmente independiente.
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Sea V un TF-espacio vectorial. Suponga que {vi,vq,vs,v4} genera a V. Pruebe que el conjunto
{v1 — v9,v9 — v3,v3 — V4, v4} también genera a V.

Sabemos que {vy,v2,v3,v4} genera a V, asi que para cualquier vector u € V, existen aj, as,as,aq € R tales

que
4

U = g ALV = a1V1 + a2 + a3v3 + a4v4
k=1

Queremos comprobar que para cualquier vector u € V, existen «, 3,7, € R tales que

u = avy —ve)+ B(va —v3) + v(vs — v4) + dvy
= av; + (—a+ B)va + (=B +7)vs + (=7 + 6)vs

Por identificacién, podemos tomar

a; = «
az = —a+p
az = —B+vy
ay = —v+9
lo cual nos da:
ai
a1+ ag

= a1+az+tas

o =2 ™ L
Il

= a1 +a2+a3+ay

Hemos mostrado que existen «, 3,7,0 € R, entonces el conjunto {v; — va,vs — v3,v3 — v4,v4} genera a V.

Mostar que el conjunto B a continuacién es una base de V.= Ma,o(R).
s (1 1) (1 1) (1 0) (01
o 1 0/°\0 1)’\1 1)’\1 1

Tenemos que mostrar que el conjunto B es linealmente independiente y genera a Mayo(R).

s gen(B) = Mayxa(R).

Sea una matriz A € Msyo(R). La escribiremos A = z )

1 1 1 1 1 0 0 1 a b
Seana,ﬁ,%deRtalebquea(l 0)+,8<0 1)4—7(1 1)+5(1 1>_<C d)

Queremos comprobar que la ecuacion tiene solucién para cualquier valor de a, b, c,d € R, es decir para
cualquier matriz A € Maoxa(R).

a
&
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Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales:

a + B + v = a
a + B+ b = b
@ + v + § = ¢

B + v + 6 = d

Usando el método de Gauss-Jordan se obtiene (no damos aqui el detalle de la reduccién):

1110 | a 1 00 0 | athie=2ed
1 1 0 1 | 5| Reduccién, [0 1 0 0 | afb=2xeid
1011 | ¢ 0010|%
01 1 1 | d 0 0 0 1 | =2afbicid

Observamos que para cualquier valor de a,b,c,d € R, el sistema de ecuaciones admite una solucién.
Notamos, aunque aqui no sea necesario, que la solucién es tnica.
Conclusién: gen(B) = Max2(R)

s El conjunto B es linealmente independiente.
Tenemos que mostrar que la inica combinacién lineal de los vectores de B que da el vector 0 corresponde
a coeficientes todos iguales a 0. Como ya mostramos en el inciso anterior que cualquier vector de
Mosy2(R) se descompone de manera dnica en una combinacién lineal en vectores de B, asi que sera el
caso también del vector 0.

Conclusién: El conjunto B es linealmente independiente.

Demostramos que ambas propiedades se cumplen: B es una base de V = Mayo(R).
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