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Ejercicio 1.1 Justifique el siguiente paso indicando la propiedad de los nameros reales

que lo avale. ]
Solucién 1.1
1) 2zx+5=11
20 +5+ (—5) =11+ (—5H) Propiedad del inverso aditivo
2) 3u>8
1 1 . . L
—(3u) > 3 8 Propiedad del inverso multiplicativo
h va+h+ya . e
3 Propiedad del neutro multiplicativo
) Vath-va Vathtya
4)  28(B*—1)=2p%-28 Propiedad distributiva del producto

respecto a la suma

Ejercicio 1.2 Resolver la desigualdad 3x — 5 > 0 y expresar la solucién en la notacion de
intervalos.

Soluciéon 1.2 Empleando las propiedades algebraicas y de orden de los ntimeros reales:

3r—5>0
&3 >5

<:>:L’>5
3



6 Capitulo 1. El campo de los nimeros reales.

es importante notar que en el ultimo paso se mantiene la desigualdad puesto que estamos
dividiendo (o multiplicando por el inverso multiplicativo) por un nimero positivo, por lo
que el conjunto solucién es el intervalo:

5
5= (5)
3>
Ejercicio 1.3 Resolver la desigualdad %LE + % < 0 y expresar la solucion en la notaciéon
de intervalos. -

Solucién 1.3 Empleando las propiedades algebraicas y de orden de los ntimeros reales:

es importante notar que en el ultimo paso se mantiene la desigualdad puesto que estamos
dividiendo (o multiplicando por el inverso multiplicativo) por un namero positivo, por lo
que el conjunto solucién es el intervalo:

4
= (-]
715
I Ejercicio 1.4 Hallar las 2 € R tal que 23 — 32 +2>0 m

Solucién 1.4 Determinando las raices por divisiéon sintética, se tiene que las posibles raices
reales son: 1, +2

1 0 -3 2
1 1 -2 1

1 1 -2 0
1 2 1

1 2 0
—2 —2
0

Raices del polinomio 2% — 3z 4+ 2: x = —2, 2 = 1(raiz repetida)

Factores del polinomio 23 — 3z +2: (z — 1)%(z + 2)
La desigualdad original quedaria representada por

(z—1D%*(z+2)>0
Resolviendo por casos, se tiene que:

(r—1)2>0 A 24+2>0
x € (—o0,00) A x>-2
(—o0,00) N [-2,00]

x € [—2,00)

Entonces, la solucién a 23 — 3z +2 > 0 es el intervalo [—2, 00)



1
Ejercicio 1.5 Resolver la desigualdad ‘ + 3‘ <4 m
x

Solucién 1.5 Si x es una expresion algebraica y a > 0, entonces |z| < a es equivalente a
que —a < x < a. Entonces

1 1
—4<-+3 N —-4+3<4
x T

1 1
—+7>0 AN —-1<0
x x

147 1-—
+x>0 A T
T x

Resolviendo por casos las desigualdades obtenidas, tenemos:

Caso 1 Caso 2 Caso 1 Caso 2
1+72>0 A x>0 Y 147z <0 N <0 [1—2>0 A x <0 \ 1—-z<0 A z >0
1 1
z>—; A xz >0 Y z<—; N z <0 z <1 A z <0 \ z >1 A z >0
1 1
(c2) 0 e U (emr) 0 Cw0| e 0 w0 U G a0
1
[0.00) U (—o0.-2)] [(~0,0) U (1,00)]

Entonces, la solucién de la desigualdad |1 + 3| < 4 est4 dada por

(0.06)U (=50, -3 )| -, 0) U 1,00)] = (=0, -1 ) U L)

Ejercicio 1.6 Resolver la desigualdad ’% — %:c‘ < 4 y expresar la soluciéon en la notacion

de intervalos. n

Solucién 1.6 Empleando las propiedades algebraicas y de orden de los ntimeros reales:

2 4
s
5 37
& —4§g—§m§4
=3 4 2< 4 <4 2
=737 =%"75%
L 2 4 18
5 = 3775
- 22( 3)> >18( 3)
s\ 1) == 5\ 1
L 66 5
66 , 54
20 == 20
<:>§>x>z
10-""10

es importante notar: se ha hecho uso de las propiedades de valor absoluto y que en un
paso se invierten las desigualdades debido a que estamos dividiendo (o multiplicando por
el inverso multiplicativo) por un ntimero negativo; por lo que el conjunto solucion es el
intervalo:

127 33

- 1)



8 Capitulo 1. El campo de los nimeros reales.

Ejercicio 1.7 Resolver la desigualdad ‘558 -+ 1‘ > 3 y expresar la soluciéon en la notacion

de intervalos. n

Solucién 1.7 Empleando las propiedades algebraicas y de orden de los ntimeros reales:

’5x+1‘23

S o5r4+1>23605x+1< -3
S bhr>3—-16b6x<-3-1
S br>20605r<—4
@x>géx<—%
-5 - 5

es importante notar: se ha hecho uso de las propiedades de valor absoluto y que no se
invierten las desigualdades debido a que estamos dividiendo (o multiplicando por el inverso
multiplicativo) por un namero positivo; por lo que el conjunto solucion es el intervalo:

o= (o3

Ejercicio 1.8 Resolver la desigualdad (z — 2)(z + 3)(x — 1) > 0 y expresar la soluciéon en
la notacién de intervalos. n

Solucién 1.8 Empleando las propiedades algebraicas y de orden de los ntimeros reales,
notamos que podemos tener 4 opciones para que las tres cantidades al multiplicarse nos
den como resultado un nimero mayor o igual a cero:

1. (x—=2)>0y (x+3)>0y (z—1) >0, o bien
2. (z—-2)>0y(x+3)<0y (z—1) <0, o bien
3. (x—2)<0y (x+3)>0y (z—1) <0, o bien
4. (x-2)<0y(z+3)<0y(x—-1)>0

Para el inciso 1. tenemos que:
(x—2)>0y (z+3)>0y(z—1)>0
S rx>2yr>-3yx>1
& x€[2,00)N[—3,00)N[1,00)
& € [2,00)
Para el inciso 2. tenemos que:
(—2)>0y (z+3) <0y (z—-1)<0
Sr>22yr<-3yx<1
& x€[2,00) N (—o0, 3] N (—o0,1]
s axel
Para el inciso 3. tenemos que:
(—-2)<0y(x+3)>0y (z—1)<0
S r<2yr>-3yx<1
& x € (—00,2]N[—3,00) N (—00,1]
& xe[-3,1]



Para el inciso 4. tenemos que:

(—2)<0y(x+3)<0y(z—1)>0
S rl2yr<L3yx>1
& x € (—00,2]N (=00, —3] N1, 00)
s zel

Por lo que el conjunto solucion se expresa de la forma:

S =[-3,1] U2, 00)
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Ejercicio 2.1 Obtén el dominio de las siguientes funciones:

1. P(z) = 3;52 + 2z — 1

2 flo)=222

3. r(t) = ;__11

4. hO)=vV0+3—-vV2—0
5. g(x) = v1—zIn(9 — z?)
6. 0(t) = V2 —4sin (2t + 1)

Solucién 2.1 En cada caso debemos tomar en cuenta el algebra de funciones.
Para el inciso 1. consideramos que se trata de un polinomio de grado 2, por lo que su
dominio esté dado por el conjunto:

Dp = {z € R|32%> + 2z — 1 € R} = R = (—00, 00)

Para el inciso 2. consideramos que se trata de un cociente de polinomios, por lo que su
dominio esté dado por el conjunto:

Df—{.’L'GR‘ 2+4ER}
={z e Rlz -3 #0}
—R- {3}
= (—00,3) U (3,00)

Para el inciso 3. consideramos que se trata de un cociente de polinomios, por lo que su

“Px=Fe, pe R

-t o =
2=-(24-19%2) s x — 1-<0Sx _ siny
Sinx 1+cos x

e = :
v in2x nd SR 4'\\4"—7\&
\r /Lsin"x s xobe o QS%/Z = w=9* L v

Ve / — 7 Y= ’%’x/j' / %v-; 00s 2% = <as?x

-Si hzx

A+B+C =
-3A-F8+2(=10,3
-1BA+6B -3c =15

.
Sihx o X _
x = X 3

7= Ar-32.,41 40




12 Capitulo 2. Funciones.

dominio esté dado por el conjunto:
t—1
DT:{teR’7t2_1 ER}
= {t e R|t? =1 # 0}
=R-{1, -1}
= (_007 _1) U (_17 1) U (1) OO)

Para el inciso 4. consideramos que se trata de una adicion (especificamente una resta) de
funciones, por lo que su dominio estéd dado por el conjunto:

Dh:{eeR’\/ﬁ—\/ﬂeR}
={0cRVOI+3cRAV2—0cR}
={0cR#+3>0A2—6>0}
={0cRIA>-3A0<2}
=[-3,00) N (—00,2]
=[-3,2]

Para el inciso 5. consideramos que se trata de un producto de funciones, por lo que su
dominio esté dado por el conjunto:

Dy={ze R‘\/l —emn(9 -2 € R}
= {z € RV1—2z € RAIn(9 — 2?) € R}
={2€Rl-2>0A9—2%>0}
={reRz<1AN-3<z<3}
= (—o00,1)N[-3,3]
= [_37 1)
en donde hemos considerado que el dominio de las funciones logaritmicas son los ntimeros

reales positivos y la resoluciéon de la desigualdad 9 — 22 > 0. Si atin presentas dificultad
para resolver esta desigualdad revisa el ejercicio 5 de la unidad anterior.

Para el inciso 6. consideramos que se trata de un producto de funciones, por lo que su
dominio esté dado por el conjunto:

Dy = {t c R)\/tQ “4sin(2t+1) € R}

={teR|VE2—4e€RAsin(2t+1) € R}
={zeR[t?-4>0A2t+1cR}
={zeR|(t<-2Vt>2)AteR}
= (=00, 2] V [2,00)) N [~00, o]
= (—00,—-2] V[2,00)
en donde hemos considerado la resolucion de la desigualdad ¢ —4 > 0 y que el cominio de la

funcion trionométrica sinx es R. Si aun presentas dificultad para resolver esta desigualdad
revisa el ejercicio 5 de la unidad anterior.
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Ejercicio 2.2 Si f(x) = 1622, g(z) =9y h(z) =4z + 3

1. Encuentra una férmula para f(@) —g(z)
h(z)
2. Defina el dominio y rango M
h(z)
3. Trace la grafica de M
h(z)
m
Solucién 2.2 Procedemos como:
L @) —g@) 162 -9 (e -3)(r+3)
C h(z) w3 Az + 3 =
2. Dyg =2z €R\{-2
h
3. Rango: y € R\ {—6}
1
Ejercicio 2.3 Dadas las funciones f(y) = v/16 — y, g(t) = In (2t — 1) y h(u) = e
u —
obtener la regla de correspondencia y el dominio de las siguientes funciones:
L (go f)(z)
2. (hog)(zx)
3. (fo b))
m

Solucion 2.3 En la resolucion de los problemas hacemos uso de la operacién de composicion
entre dos funciones.
Para el inciso 1. la regla de correspondecia la calculamos como:

(90 )(x) = g(f(x)) = 9(VI6 — ) = In (2(16 — 2) — 1) = In (31 — 20)

por lo que el dominio estd dado por:

31
Doy = {z € R|In (31 — 22) € R} = {w € R3] — 2z > 0} = (—oo,;)

Para el inciso 2. la regla de correspondecia la calculamos como:

1
(In(2x —1))%2 -2

(hog)(x) = h(g(x)) = h(ln (22 — 1)) =

por lo que el dominio estd dado por:

1
Diog = {z € B| (In(2z—1))°—2 R

={zeR|(In(2z—-1)2—-2#0A (22 —1) > 0}

= {:L'GR\(:U# e‘/Z—i—l ANz # 6_\/Z+1> ANz > %}
_ (;e_‘/z—kl) U (e_\/z+1’e*/§2+ 1) U (e\/z—l—l’oo)
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Para el inciso 3. la regla de correspondecia la calculamos como:

(7o) = 1) = £ (55)

x2 -2

por lo que el dominio esta dado por:

x—@ x+@
z e RJ4 ((x—f/i))((x—i—\/%))ER}
B+
‘ (l‘—j/é)(iﬁ-i-\/g) 20}

V33 V33

— 00, —\/§> U (—v2,V?2), U(\Z)TB, oo)

4
o Eer)

pon mucha atencién a la resolucion de la desigualdad

Ejercicio 2.4 Dadas las funciones f(y) = sin (3y —2), g(t) = 2> + 1 y h(u) =

obtener la regla de correspondencia de la funciéon (ho go f)(z). .

Solucion 2.4 Para resolver el problema hacemos uso de la operacién de composicion de
funciones:

(hogo f)(x) =h(g(f(x)))

h(g(sin (3z — 2)))

h(2(sin (3z — 2))% + 1) = h(2sin? (32 — 2) + 1)
2sin? (3z — 2) +1

- (2sin? 3z —2)) +1)3+1

Ejercicio 2.5 Calcular el dominio de la composicion (f o g)(z) a partir de f(x) = In/x

€T
yg(m)—ﬁ L

Solucién 2.5 Notemos que
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Entonces buscamos >0
z—1
Caso 1 Caso 2
>0 AN z-1>0 U z<0 A z-1<0
(0,00) A z>1 U (-00,0) A z<1
(Ov OO) n (1700) U (—O0,0) N (_0071)
(17 OO) U (_007 0)
El dominio de (f o g)(z) esta dado por (1,00) U (—o0,0)
Ejercicio 2.6 Con base en la funcion f(x) = /z, obtén la grafica de la funcién
g(x) = 1— 24/3z + 1 indicando las traslaciones, estiramientos y reflexiones. n

Solucion 2.6 Comenzando con la grafca de la funcion f obtenemos la grafica de g:

1. A partir de la grafica de
h(z) =z

T T T z
20 25 3.0

00 05 Lo 1.5

4.0Obtenemos

f4($) = 2\/3.1? + 1

estiramiento en el eje y

Ejercicio 2.7 Con base en la funcion f(x)

2. Obtenemos

fo(z) =3z

encogimiento en el eje x

Y

3. Obtenemos

fs(@) = V3x +1

traslacion en el eje x

T

T T T T T T T z
00 05 10 15 20 25 30

5. Obtenemos

fs(x) =—2/3z+1

reflexion en el eje y

2
: %
T

5 10 1.5 20 25 30

r T T T T T T —
05 00 05 10 15 20 25 30

6. Obtenemos

fo(x) =1—-23x+1

traslacion en el eje y

r

cosx, obtén la grafica de la funcion

g(z) =1 — cos (23: + %) indicando las traslaciones, estiramientos y reflexiones. m

Solucion 2.7 Comenzando con la grafca de la funcion f obtenemos la grafica de g:
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1. A partir de la gréfica de 2. Obtenemos 3. Obtenemos
fi(x) =cosz fa(x) = cos (2x) f3(x) = cos (236 + g)

- e o(e+ )

encogimiento en el eje x traslacion en el eje x
Y y

WAV VYR
AVAAVARRRATITATS VVMV

4.0Obtenemos 5. Obtenemos
fa(x) = —cos (23: + g) fs(x) =1—cos <2a: + g)
reflexion en el eje y traslacion en el eje y

AR A
VYUY

I Ejercicio 2.8 Simplifica la expresion cos (arcsinz). n

Solucion 2.8 Sea 6 un arco (6 dngulo) tal que sin theta = x, esto quiere decir que = arcsin x,
sin pérdida de generalidad podemos plantear el siguiente tridAngulo rectdngulo para el cual
se cumple que sin 6 = x:

por lo que

V1 — 2
cos (arcsinx) = cos (0) = Voo V1—a?

x
I Ejercicio 2.9 Simplifica la expresion cos <arctan 5) m

Solucion 2.9 Sea 6 un arco (6 angulo) tal que tan @ = —, esto quiere decir que § = arctan —,

sin pérdida de generalidad podemos plantear el siguiente tridAngulo rectdngulo para el cual
se cumple que tanf = 3:
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por lo que
2 1
cos (arctan £> =cos (0) = =
? Vaied o e
Ejercicio 2.10 Simplifica la expresion tan (arc cos ?> m

3 2x . .

Solucion 2.10 Sea # un arco (6 dngulo) tal que cosf = 3 esto quiere decir que 0 =
x

arc cos 3 sin pérdida de generalidad podemos plantear el siguiente triAngulo rectdngulo

2x
para el cual se cumple que cosf = E:

c.0. = V9 — 422

por lo que

2z V9 — 22 % -4
tan (arc cos —) = tan (0) = =
3 2z x

Ejercicio 2.11 Una caja de caras laterales rectangulares con base y tapa cuadradas tiene
un area total de 1500cm?. Expresar el volumen de la caja como funciéon de uno de los
lados de la base. ]

Solucién 2.11 Sea h la altura de las caras rectangulares y [ el lado de la base cuadrada. El
volumen de la caja depende tanto de [ como de h y estda dado por

V = hi?
Por otro lado, el area total de las caras de la caja estd dada por:
A =12+ 1?4+ 4lh = 21> + 41h = 1500
& 1P +2lh =750

por los que, podemos expresar h como funciéon de [,

_ 72
h— 750 — 1
21
entonces, el volimen puede expresarse iinicamente como funciéon de I:
750 — 12 2
()
21
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I Ejercicio 2.12 Si f(x) = In(2x + 7), obtén la funcion inversa. n

Solucion 2.12 Sea y = In (2x + 7), entonces

e =22 +7
eV —T7=2
e¥ -7
=z
2
x
-7

por lo que f~1(z) = ¢ 5
I Ejercicio 2.13 Si h(z) = cos (5(9”273) + 1), obtén la funcion inversa. .

Solucién 2.13 Sea y = cos (5(*°73) + 1), entonces

arccosy = 53 41
arccosy — 1 = 5 =3)
logs(arccosy — 1) = a2 — 3

logs(arccosy — 1) + 3 = 22

Vlogs(arccosy — 1) +3 =z

por lo que h™!(x) = /logs(arccosx — 1) + 3
I Ejercicio 2.14 Determinar f~1(z) para la funciéon f(z) = e?*=5 — 1 m

Solucién 2.14 Despejamos la variable x

y:e2:r:—5_1
y+1262$—5
In(y+1)=2x-5
In(y+1)+5

2
1 (ZE) — 111(2?21)4’5

Con esto concluimos que f~

Ejercicio 2.15 Determina la paridad de las siguientes funciones:
1. f(z) = xsinx

2. f(z) = 2’ tan 3z

3. flx) =23 +296—1

A ) = cosz—i—w
4

5 flz) = gljs,ir—li_2ajglj

Solucién 2.15 Revisaremos qué ocurre con las funciones cuando cambiamos el argumento
de cada una de las funciones por —x:
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Para el 1.
f(=z) = (—x)sin (-x)
= (—z)(—sinz)

por lo que la funcién es par.

Para el 2.

f(=2) = (=) tan (3(~z))
_esinB(-)
cos(—3(x))
o sin(—3x)
cos(—3x)
o (— sin(3x)
-7 ( cos(3x) )

= —r?tan(3x)
por lo que la funcién es impar.
Para el 3.

f(=z) = (=a)’ +2(~z) — 1

=222 -1

por lo que la funcién es no es par ni impar.

Para el 4.
cos (—z) + (—x)?
f(—.I) - (—SL‘)3
_ cosT + z?
— 3
_ cosx+ 22
13

por lo que la funciéon es impar.

Para el 5.

(—2)* + 4(~x)
sin (2(—x))

—23 — 4z

f—e) =

—sin 2x
— (2 + 42)
—sin 2z
3 + 4z
sin 2z

por lo que la funciéon es par.
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Ejercicio 3.1 Sea f(x) una funcién con la siguiente regla de correspondencia:

-1, -1<z<0

3z, O<z<l1
flz) =< 2, x=1
2—x, l<z <2

z2—4, 2<z<3

Calcular lim f(x)
z——1t

Calcular 11'1% f(z)
T—>
Calcular lim f(z)
T—1
Calcular lim f(z)
T—2
Calcular lim f(x)

r—3~

SO A

Solucion 3.1 Vamos a calcular los limites laterales para determinar si existen los limites
indicados:
Para el 1.

If = lim 2° - 1=(=-1>—-1= -2
im f(z) = lim = (1)

Por lo que el limite existe y es igual a —2.

Para el 2. evaluamos limites laterales:
lim f(z) = lim [ — 1] = —1
r—0~ x—0

wli%h f(z) = 31:13% 3z =0
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Los limites laterales son distintos, el limite no existe.

Para el 3. evaluamos limites laterales:
lim f(z) = lim 3z =3
r—1— z—1
lin f(z) = lm[2—a] = 1

Los limites laterales son distintos, el limite no existe.

Para el 4. evaluamos limites laterales:
lim f(z)=1lm[2—2]=0
T2~ T—2
, Y 2 _
i f(x) = lim [+* — 4 = 0

Los limites laterales son iguales, el limite existe y es igual a 2.

Para el 5.
, R 2 _
Jlim f(z) = lm [2° - 4] =5
22 —1
Ejercicio 3.2 Calcule lim —— m
z——1 ’1‘ + 1’

Solucién 3.2 De la definicion de valor absoluto deducimos que

o+ 1] = r+1 siz+1>0
|l —(@+1)siz+1<0

Y por lo tanto
2 —1 . (z—=1)(z+1)

lm —— = lfim 2" — lm (1—x)=2
A T Ty T -
2 1 -1 1
r——1+t ’33 + 1‘ r——11 (.T + 1) r——1+

Como tenemos que

3 x?—1 , 2 —1 a2
lim

= 1 ist
a——1- |z + 1| #x_if_nﬁ EE Jm, EEST no existe

Ejercicio 3.3 Calcula lim F'(x) para
z—0

) Ve siz <0
F(z) = { cos(x —2)siz >0

Solucién 3.3 Calculamos cada limite lateral de la siguiente forma
lim F(z) = lim v—z = \/ lim (—z) = +/(-0) =0
z—0~ z—0" z—0~

lim F(z) = lim cos(z) —2=cos(0) —2=1-2=—1

z—0t —0—

Entonces lim F'(x) no existe porque lim F(z) # lim F(x)

z—0 z—0 z—0t
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Ejercicio 3.4 Sean tres funciones f, g y h tales que:

lim f(z) =3, lim g(z) = -1y Um h(z)=

t——3

calcular los siguientes limites:

. lim [f(2) + g(x)

Solucion 3.4 Utilizamos los teoremas sobre limites:

Parael 1.:

lim, [F(2) + g(a)] = M f(z) + lim glx) =3+ (1) =2

t——3

Para el 2.
lim flz) _ h:mt—>_3 fl@) 3 _3
t—=3 g(x) limy,_3¢9(x) -1

Para el 3.:

Jim, g(@)h(z) = (lim, g(@)( lim, h(z)) = (~1)(0) =0

Para el 4.:
i h(z) +g(x)  lim, 3h(z)+lim;, 3(g(z) 0+ (—1)
im = : =
t——3 f(z) limy—,_3 f(x) 3
Para el 5.
lm h(z) —g(x) limy, 3h(x)—lm;, 3g9(x) 0—(-1)

t=-3 f(z) + g(x)  lme,_g f(x) +lmey_5g(x) 3+ (=1)

—h
Ejercicio 3.5 Si lim ﬂ = 2, determinar lim h(x).
z—7 2sinz + 1 T

0

1
2
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Solucion 3.5 Utilizamos los teoremas sobre limites:

1—h(x)

=2
a—% 2sinx + 1
tin, ,z [1— h(z)]
lim, = [2sinz + 1] B
1 —lim, = h(z) 0

lim, = [2sinz] + 1 -
1 —lim, = h(z)
V241
1— lim h(z) = 2(V2+1)
T

lim h(z) =1—2(vV2+1)
=7

lim h(z) =1—2v2 -2

jus
$—)4

lim h(z) = —1—2v2

s
=5

Ejercicio 3.6 Dada la funcién P(z) = 23 — 322 + 92 + 2, calcular:

lim P(z)

L t——1
2. lim P(z)
t—2
3. lim P(z)
t—0
4. lim P(x)

1
t——1

Solucion 3.6 Dado que la funcion P(x) es una funcién polinomial:

Para el 1.

lim P(z) = (—1)3 = 3(-1)2 +9(-1) +2 = —11

t——1

Para el 2.

lim P(z) = (2)® — 3(2)? + 9(2) + 2 = 16

t—2

Para el 3.

lim P(z) = (0)® — 3(0)* +9(0) +-2 = 2

t—0

Para el 4.
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t2+ 3t +2
Ejercicio 3.7 Calcular lim L m
t—>—1 t2 —t —2

Solucién 3.7

4+3t+2 I (t+1)(t+2)

Ii =
S -2 S () —2)
. t+2
= lim ——
t——1¢t—2
142
12
_ 1
3
— S —
Ejercicio 3.8 Calcular lim M n
r——3 T+ 3
Solucién 3.8
. 2—+Vx?2 -5 . 2—Vx22 -5 24+Vz?2-5
lm ——— = lim .
z——3 x4+ 3 T——3 x+3 2—|—\/m
— lim 4 — (Vo2 —5)?
T 3(:E+3)(2+\/l'2 5)
~ lim —22 49
T—— 3(a:+3)(2+\/x2 5)
— lm —(z—=3)(x+3)
T—— 3(m+3)(2+\/:c2 5)
i —(z—3)
= lim
z—=-3 (24 Va2 —5)
. —(-3-3)
(2+/(=3)? =5)
_3
2
Va2 — 1 —
Ejercicio 3.9 Calcular lim Y V8 .
Solucion 3.9
lm Viaz2 —1-— /8 lim VAz? =1 — /8422 — 1+ /8 lfm 472 -1 -8
1 = 11 = |1
o3 3-22 oy 372 VEE-THVE el (3 20) (VAR 14+ R)
4a? — 2z — 3)(2 —(3—22)(2
lim z°—9 ~ 1 (2z —3)(2z + 3) — Ym (3 —2x)(2x + 3)
=3 (3 —2x) (\/4372—1+\/§> z—=3 (3 — 2x) (\/4x2 —|—\[) z—=5 (3 — 2x) <\/4$2 —&—\[)
—(2 -12(3)+3 - -

(VAT =T+VE) eh a2 1448 2B 22
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L . , secx —1
Ejercicio 3.10 Determine lim ——— m
z—0 tanx
Solucién 3.10
1 1—
iy 56C% — 1 - T e — im cosz(l — cosx)
z—0 tanz z—0 T z—0 S z—0  CcosSxTsenx
, 1—
T L U COS‘?E _ lima T; _0_
z—0 senx z—0  (sen x)E limg 0 =% 1
L , sin3ycotd
Ejercicio 3.11 Calcular lim w. m
y—0 ycotdy
Solucién 3.11
. sindycotby . sindy cotdy
y—0 ycotdy  y—0 y cot 4y
. cos by
. Sindy & 5y
= gl/% ) cos 4y
Yy sin 4y
~ m sin 3y ~cos oY ‘ sin 4y
y—=0 Yy cosdy sinby
4
i sin3y cosby %
= 1m . . T
y—0 y  cosdy S“jy
i sin3y ., cosby limy—o Siny4y
= lim . -
y—0 Y y=0cosdy  1fm, g %
4(1)
=3(1) - —
12
5
2
—4 8
Ejercicio 3.12 Calcular lfm -2 t° .
T——00 33
Solucién 3.12
2 2 8
fm D248 g wo et
T——00 33 z——00 3
1 1 8
— gim =t ta
T——00 3
~ 0—4(0) +8(0)
N 3
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4 3
. .. , r*+x
Ejercicio 3.13 Calcular a:h—{go 33+ 128" m
Solucién 3.13
, zt + 23 ; %i + %Z
lim T lim 5
z—oo 13x° + 128  z—o0 132, + 128
o 1t
T—00 13% + %
=0
lo que significa que el limite no existe.
2. _
Ejercicio 3.14 Calcular lim sin w. m
r—0 xT
Solucién 3.14
o /cos%v—cosa: \/ cosQ:c—cosx
lim sin = sin
x—0 r—
1—cosx
= sin hm(— cos x) (7)
T
sin? z
= hm —cos ) M)
T
.2
. , —COS T sin® x
=sin 4/ lim ( ) ( )
\/x—>0 14 cosx T
.2
. , —Ccosx i sin“ x
= sin \/hm <7) lim < )
z—0 \1 + cosx/ z—0 x
. , —Ccosx L. , sinx
:s1n\/lm<)-hm81nx~hm< )
z—=0\1+cosx/ z—0 x—0 x
1
= — = )(0)(1
V(=3)o
=0
Ejercicio 3.15 ;Para qué valor de a, la funcién
2
zc—1 <3
f(z) = { 2ax x> 3
es continua para toda x? [

Solucién 3.15 El tnico punto del dominio donde puede haber una discontinuidad es en
x = 3, por lo que requerimos que

lim f(z) = lim f(z) = f(3)

T—3~ z—3t+
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entonces,

, _ 1 2 _q_
lim f(:c)—ill%x 1=8

T3~
Ii = lim 2ax =6

i, f(z) lim 2az = 6a

6a =8

4

a= =

3

o : : . Tz —2
Ejercicio 3.16 Determine las asintotas verticales y horiontales de la funciéon 2 onr 1l
x? — 2z

Solucién 3.16 Para determinar las asistontas horizontales evaluamos los siguientes limites:

1 ) I xQ—x—Q_
e N B
2
; ; rC—x—2
dm )= M 1

Por lo que la recta y = 1 es una asintota horizontal.

Para determinar las asistontas verticales, primero notamos que

?—rx—-2  (z—-2)(z+1)
2-2x+1  (x—1)2

fz) =

por lo que evaluamos los siguientes limites:

. o (@=2)(z41)
:cll>nll— f(CU) N x1i>nll— (l’ — 1)2
= —00
. o (@=2)(x+1)
xgnll“' f($) N xligh' (33 — 1)2

= —00

Por lo que la recta £ = 1 es una asintota vertical.
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Ejercicio 4.1 Obtén la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1.

oy = 2
2.

g(x) = [+ (x + cos® z)3]*
3.

J(v) = (v* — 2sinv)(v™* + sin "2 v)
4.

ft) = (2ra™ + n)?
5.

h(z) = z cos(5z) + 2 tan
6.

y(t) = V1 —sect
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Solucion 4.1 1.
(5626952)/(562 + 6762) - (3326762)(562 + 69@2)/
(22 + ez?)2
(2ze™” + 222z ) (a2 + ) — (22¢%°) (23 + 2ze™)
(.’E2 + ex2)2
(2ze™ + 223e7") (22 + €°) — (223" + 223¢%7)
(22 + ez?)2
_ 223e®” + 2257 + 27¢27° + 223e27% _ 293e7% _ 943207
N (22 4 e*?)2

fl(a) =

225¢%” + 2xe?®
(22 4 e2?)2

2ze%” (24 + )
(22 + ez?)2

[z 4+ (z 4 cos® )% [z + (z + cos® z)?]
[z + (z 4+ cos® 2)*]* [1 + 3(z + cos® z)? (z + cos® z)]

[z 4 (z + cos® )32 [1 4 3(2 + cos® z)? (1 — 2 cos xsin )]

I
s s

J'(v) = (v¥ — 2sinv)’ (v* 4 sin~
v 3

= (3v* — 2cosv) (v +sin"2w) + (v3 — 2sinv)(—4v™° — 2sin”

= (3v% — 2cosv)

4 CoSs v

3 .

+ (v° = 2sinv)| — = — 2——

( sin? v) ( )< v sin3v)
1

= (3v% — 2cosv) <4+CSC v> (03—251nv)<

p(2ra” + n)p_l (2ra™ +n)’
p(2ra™ +n)P~ L 2r(a"t
p(2ra”™ +n)P~ 2r%(Ina)(a"™)
2pr

2(Ina)a™(2ra"™ 4+ n)P~!

()

h'(x) = (z) cos(5z) + x[cos(5x)] + 2(tan z)’

= cos(5z) — basin(5z) 4 2sec?

(1 —sect)™ Y2 (1 — sect)’

(1 —sect)™ /2 (—secttant)

N~ N =

secttant

21 —sect
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Ejercicio 4.2 Determinar d—y para las siguientes funciones
x

1. y:JL“Ze"’C3
1+senx
2. y=——7%—
x
3. y = sec? z?
4. y=Inv222 +1

Solucion 4.2 Procedemos utilizando las reglas de derivacion:

d
aTy = 2232%e” + 2ze®” = 32”4 226" = ze® (323 +2)
x

_ 1+senx

2. y=
Y 22

dy r?cosx — (1 + senz)(2x) B r?cosr —2r —2rsenr  wcosx —2 —2senx

de (22)? B x? a3

2.2

3. y =sec? x? = (secx?)?

d
% = 2secz?

sec z? tan 22 (2z) = 4z sec? 2% tan 2

4. y=Inv222+1
dy 1 1 2x

-2 = dp) = ———
dx \/2x2+12\/2x2+1() 202 +1

Ejercicio 4.3 Determine la ecuacién general de la recta tangente y la recta normal a la
curva  +3 = 22 +y? en el punto (2,1) "

Solucién 4.3 Derivando ambos miembros de la ecuacion respecto a x tenemos que

_ /
Y y;y =2z + 2yy

y —ay =2zy® + 2%y
y — 2xy® = 2% + ay/
y—2zy” =y (20" + z)

r Y= 251792
23 +x

Evaluando en el punto (2,1) para calcular la pendiente tenemos que

,‘ Cy-—2zy? 1-2(2)(1)* -3

Ylen =912 ~ 203+2 4
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Determinaciéon de la recta tangente a la curva
3 y-—1

4 -2
3
—Z(x—2):y—1

Ahora, hallaremos la normal. Para esto ya sabemos que la tangente y la normal tienen
pendientes inversas y de signos contrarios, entonces dado que la pendiente de la tangente es

m = —%, entonces la pendiente de la normal es m = —0—%. Ahora usamos la forma general
de la recta

y=mzx—+b
Para m = % y que pase por (z,y) = (2,1) tenemos que
4 8 5
Z(@2)+b=1 = b=1—2-=—2
3@+ 3 3

Entonces la ecuacion de la normal es y = %x —

wlot

Ejercicio 4.4 Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la siguiente
relacion

ysin(2z) = x cos(2y)

1 to T T
€N e un —aq 2 Jlo
Y 271 .

Solucién 4.4 Primero encontramos d—y derivando implicitamente la expresién anterior
x

= % sin(2x) + y2 cos(2z) = cos(2y) — 22 Sin(2y)%
= sin(2r) 32y cos(2r) = cos(2y) — 2rsin(2y) 5

d d
= sin(2m)—y + 2z sin(2y) dy = cos(2y) — 2y cos(2x)

dx dx
= j—y (sin(2x + 2z Sin(2y))> = cos(2y) — 2y cos(2x)
x
dy  cos(2y) — 2y cos(2x)

7 oA sin(2z + 2z sin(2y))

Con esto, la pendiente de la recta tangente a la curva ysin(2x) = x cos(2y) en el punto

<72r’ Z) esta dada por
<dy> cos(2F) — 2% cos(2%)
m = —_— = p=

2
dx = sin(2% + 2% sin(27%))

r=9Y=7
T _ T

COS G — 5 COST

sinw+7rsing

s
3 _ 1
us
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Entonces, la ecuacion de la recta es:

= 4y-—-n=2z-7
= 4dy—2x=0

Ejercicio 4.5 En un tanque cénico, el agua entra a una razén de 1 m?/min. El tanque
permanece con el vértice hacia abajo, tiene una altura de 3.0m y el radio de la base del
cono mide 1.5m. ;Qué tan rapido se eleva el nivel del agua cuando ésta tiene 1.8 m de
profundidad en el tanque? m

)

h|= 3.0m

Solucién 4.5 1

dh
Queremos calcular — cuando h = 1.8 m en funcién de %/ = 1m3/min.

x
Primero debemos establecer la relacion entre h(t) y v(t). Sabemos que el volumen del cono
estd dado por,

1
V= ghﬂ'T2

En donde V' (t), h(t) y 7(t) Una cosa muy importante de notar es que para el cono, siempre
se mantiene la razén %, entonces

h 3.0
—=—=20

T 1.5
I
"7
h(t)
t) = —=

= 7r(t) 5
por lo que

Pl
= V() = Zho)
L dh_ 4 4V
dt — wh2(t) dt
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Al tiempo tg h(tp) =1.8m y % = 1m?/min

dh 4 1m* 4 m
dt ), ~ m(1.8m)2 min  7(3.24) min
dh
) = 0.3920
dt ) min

Ejercicio 4.6 A las 14 : 00 horas, el tacometro de un automoévil marca 50 km/h. A las
14 : 10 horas marca 65km/h. Demuestre que en algtin momento entre las 14 : 00 horas y
las 14 : 10 horas, la aceleracién del automévil es exactamente 90 km /h2. m

Solucion 4.6 A las 14 : 00 un auto va a 50km/h =  wv(¢;) = 50km/h donde ¢; = 14 : 00.
A las 14 : 10 un auto va a 65km/h =  wv(t2) = 65km/h donde to = 14 : 10.
Por el teorema del valor medio, existe un punto c tal que

dV. w(tz2) —v(t1)  (65—50)km/h 15km/h ~ 15-60 km %0 km
— = - = - = = 23 =015
dt to — 1 10 min 10min (6011:11111) 10 A h

Ejercicio 4.7 Un topografo, ubicado a 15m de la base de un edificio, mide el d&ngulo de
elevacion a la parte superior del edificio y concluye que es de 75°. ;Con qué exactitud
debe medirse el 4ngulo para que el porcentaje de error al estimar la altura del edificio
sea menor que un 4 por ciento? n

-

. _ =
Solucién 4.7 L = 10 111
La altura del edificio en funcién del dangulo 6 que mide el topografo esta dada por
h
tanf = —
an 7

= h=Ltan6

donde L es la distancia a la cual se encuentra el topografo. Entonces, si conocemos una
medida 6y, el valor de h es

h(6y) = Ltan 6y
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Si ahora tenemos un cambio en la medicion de h

= dh = Lsec?6do

El error porcentual en la medicién de h esta dado por o

dh  Lsec?d Lsec? 0 sec2 6
h h - Ltanﬁde_ tanﬁde

Por lo que si el error debe ser menos al 4 %

sec2 75°
df .04
tan 75° < 0.0

= 4df < 0.04
= df <0.01

Por lo tanto el angulo debe midirse con una exactitud de 0.01rad = 0.57°.
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Ejercicio 5.1 Identifica los valores extremos y puntos de inflexion, si los hay, de la funcién
f(x) =1 — 92 — 622 — 23. Identifica las regiones del dominio en donde la funcién es
crecienteo decreciente y concava hacia arriba o hacia abajo. Con esta informacién obtén
la grafica de la funcion. m

Solucién 5.1 Los valores maximos o minimos se pueden presentar en donde f'(z) = 0,
entonces

—9—-122—-32>=0
22 +424+3=0
(x+3)(z+1)=0

entonces los puntos criticos de f son z = —3 y * = —1. Estos puntos dividen al dominio
de f en tres regiones (dadas por intervalos), en las cuales tomaremos un valor representa-
tivo en cada una de ellas para evaluar el signo de la derivada, a saber, f'(z) = —9—122—3z%:
(_007_3) (_37_1) (_1700)
CC()=—4 .T0=—2 CC()ZO
f'(=4) <0 f(=2)>0 f(0) <0
f es decreciente | f es creciente | f es decreciente

De acuerdo a los cambios de signo de la derivada tenemos que:

1. f(z) tiene un minimo local en x = —3
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2. f(z) tiene un méximo local en x = —1
Los puntos de inflexion se pueden hallar en donde f”(x) = 0:

12—-6x =0
r=-2
por lo que x = —2 puede ser un punto de inflexion; este punto divide al dominio de la f(x)

en dos intervalos, en los cuales tomaremos un valor representativo para evaluar el signo de
la segunda derivada, a saber f”(x) = 12 — 6z y con ello analizar si hay un cambio en la
concavidad:

(—00,—2) (—2,00)
Ty = —3 9 =10
f(=3)>0 f(0) <0
f es concava hacia arriba | f es concava hacia abajo
(concava) (convexa)
como hay un cambio en la concavidad, x = —2 es un punto de inflexién.

Ejercicio 5.2 Determinar los valores maximos y minimos locales de la funcién:

f(z) =4z* — 22 -3

|
Solucion 5.2 Procedemos a derivar f
f(z) = 1623 — 22
Igualando esa a 0 obtenemos los valores criticos
162° — 22 =22(82° —1)=0 = z=0V8* -1=0 = x—om—i\f
Entonces, los puntos criticos de f son z =0, x = % ya= —%. Para hallar los maximos

y minimos utilizaremos el criterio de la segunda derivada, asi que derivamos de nuevo
!
f(x) = 482* — 2
Y ahora evaluamos en los piintos criticos

f7(0) =48(0)* =2 = -2
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_ - V2
Como f”(0) < 0 tenemos que 2 = 0 es un punto méximo local, por otro lado f” (iT> >0

entonces x = :I:% son puntos minimos locales.
Con esto también podemos llegar a que y = —3 es el valor méximo local o relativo a la
grafica f, que se obtiene cuando r =0y y = f% es un valor minimo local o relativo a la

. : _1V2
grafica de f, que se obtiene cuando z = £,

Ejercicio 5.3 En una fundidora se debe diseniar y construir un tanque rectangular de
acero, de base cuadrada, abirto por arribay con una capacidad de 50 m?. El tanque se
debe fabricar soldando placas delgadas de acero a los largo de sus bordes. Determinar
las dimensiones de la base y la altura del tanque que harén que el tanque tenga el menor
peso posible. [

Solucién 5.3 Sea x la longitud de los lados de la base del tanque y ¥ la longitud de la altura.
Como la capacidad del tanque es de 50 m? tenemos que:

%y = 50

Por otro lado, la cantidad de material que se usara para su fabricacion esta directamente
relacionado con el area superficial del tanque, de manera que a menor area, menor material
y por tanto menor seré el peso. El area superficial esta dado por:

A=z + 4oy
: . . 50 . iy
Despejando y de la ecuacion para el volimen: y = —, y sustituyendo en la expresion para
T
el area, obtenemos el area como funciéon de x:
A=2%+ 4y
50
=2+ 4z (—2)
x

200
2, 2P
x

Ahora hallamos el valor minimo de la funcién A:

= 2 = V100

Este valor para x corresponde a un punto minimo de A(x) (puedes evlauarlo usando el

criterio de la segunda derivada). Con esto, el valor de y esta dado por:
_50_ 50
Ve (+/100)2

50
(V100)*

Ejercicio 5.4 Cuando tosemos, la traquea se contrae para incrementar la velocidad del
aire de salida. ;Cuanto debe contraerse la traquea para maximizar para maximizar
la velocidad del aire de salida si la velocidad promedio del flujo de aire v se modela
mediante la ecuacion

Las dimensiones del tanque son z = /100 y y =

v(r) = c(rg — r)r?
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I donde rq es el radio de la traquea en reposo y esta dado en cm? [

Solucion 5.4 Tenemos que hallar los puntos criticos de la funcion v(r) y determinar cuéando
se trata de un maximo.
v(r) = e(rg — 7)1
— v/(r) = —cr? + 2eror — 2cr?
= 2cror — 3cr?
= cr(2rg — 3r)
=0

. . . 21 .
por lo que la funcion tiene dos puntos criticos, r =0y r = R de los cudles, si tomamos

2r
el criterio de la segunda derivada, vemos que v"(?o) < 0 por lo que se trata de un punto

méaximo. Entonces, la traquea debe ccontraerse a % de su radio original para tener la méxima
velocidad de flujo de salida.

Ejercicio 5.5 Un pastor tiene 200 m de malla para cercar dos corrales rectangulares iguales
y contiguos, es decir, que comparten un lado de la cerca. Determinar las dimensiones de
los corrales de forma que el area sea la méxima. m

Solucion 5.5 Sea x la longitud de los lados no contiguos de los corrales y y la longitud del
lado contiguo, de esta forma, el area encerrada por ambos corrales estéa dada por:

A =2xy
y el perimetro que se debe cercar con los metros disponibles de malla est4 dado por:
P =4z + 3y =200
De esta forma, podemos expresar el valor de y como funcién de x, es decir:
200 — 4z
3
De esta forma, el area puede expresarse inicamente como funcién de x:

o) = 222080

400z — 8z

B 3
Para obtener el valor de drea méxima que se puede alcanzar al variar x, debemos hallar el
punto maximo de A(z), para lo cual

400 — 16z

/
A(a:):f:()
= 400 — 162 =0
= 162 = 400
== =25

para garantizar que en x = 25 la funcion A(z) alcanza el valor maximo, utilizamos el
criterio de la segunda derivada, es decir:

—16
3
por lo cual se trata de un méximo. De esta forma, las dimensiones de los corrales son x = 25

_ 200—4x __ 200—4(25) _ 100
myy=-35—= 3 =3 M

A'(z) = <0
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Ejercicio 6.1 Secan h y g funciones integrables que satisfacen:

9
f(z)de = -1

1
9

f(z)dx =5

7
9

h(z)dx =4
7

Calcular:
9
./1—2f(m)dx
9
/7 () + h(z))dz
9
/7 [2f(x) — 3h(z))dx

/91 f(x)dx
/17 f(z)dx
[ e -

Solucién 6.1

—_

L2

ge

e

e

x)|dzx

Empleando las propiedades de la integral definida tenemos

(EY

Sinaxrcas3x=4

1 =2 77’+ 77"—'2

) Y"

008 2x = <os?2x

LY/
- A

1z

2 2 bc' COS’L

x,=~Mp 22=—P, x3=7p, peR

_ 1-cosx _
Sinx

Sl.h X
1+cos x

nyi 1= 1

4\

J

(o "\ﬁ—s‘\”‘

-SinZx

A+B+C =
-3A-F8+2(=10,3
-1BA+6B -3c =15

-

ZN3 _t vs/

-

42
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9 9
/1 —2f(x)dx = —2/1 f(z)dzx
= (=2)(=1)

2

2.
9 9 9
/7 [f(x)+h(:v)]dx:/7 f(:v)dz:+/7 h(z)dz
— 5)+ ()
=9
3.
9 9 9
/7 [2f(z) — 3h(z)]dx = 2/7 f(z)dx — 3/7 3h(x)dx
=2(5) —3(4)
=2
4.
1 9
/9 f(:v)dac:/l f(x)dx
= —(-1) =1
5.
7 9 7
/1 f(z)dz —/1 f(:c)dw—i—/g f(z)dz
9 9
:/1 f(:c)dx—/7 f(z)dz
=(=1)—(5)
——6
6.
7 7 7
| @ = r@1= [ ww) - [ 1@
9 9
== [ 1@+ [ 1@
=—(4)+(5)
=1
I Ejercicio 6.2 Calcular Dx/senmcosa:dw. m

Solucion 6.2 Por el Teorema Fundamental del calculo:

/sen:ccos:cdx = G(x)
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talque
! 6@
senxcosx = —(G(x
dx
por tanto,

Dx/sena:cosxdx = D,G(z) =sinzcosz

Vamos a comprobar esto, realicemos la integral primero, integrando por cambio de variable

U = senx,

du = cos x dx,

obtenemos

u?
Dx/udu:DgC(z—i-C)
sen? x
=D, 5 +C

1
= 5(2 Sen & cos x)

= Senx cosx.

1 \2
Ejercicio 6.3 Calcular /Dm (x — 5) dz. "

Solucion 6.3

/D’” (;L»i5>é

¥
&
|
N | —
7 N\
&
+ | =
ot
~_
ol

<<x 115)?) i

Por cambio de variable

u =45,
du = dzx,
nos da

_ 1 fdu

=3 u%
1 _3

= —— u 2
./
1 1

:—5(—2)“@ 2+ 0
1

= + C.
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I Ejercicio 7.1 Obtener / 622 — 2z + 10dx

Solucién 7.1 Procedemos utilizando las reglas de integracion

6“9y - ZN3 T Vs/
(.osf’: Ky ’,,
-
1z

42

3 2
/6x2—2x+10 do = 6/x2 dz—2 /:c dx+/10 do = 6%—2%+10x+6’ = 22322 4102+C

o 6 2

Ejercicio 7.2 Obtener 2% dx m
Solucién 7.2

6 2, 1 2, 9 2, Lxt o a? 3
/mz mdm—G/mz /x dx—G/:c dx /ac dx—ﬁ_l 3+C— . 3+C
I Ejercicio 7.3 Obtener / Vr —Vizdx "
Solucién 7.3

2
/{’/E—\/?:cdx: 3 —\/?xédac:/xédac—\/? z2 dr = gm% — \3/?5634-0

I Ejercicio 7.4 Obtener / (Vi -1) (VE+1) do !
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Solucion 7.4

/x<\/zE—1) (Vo +1) do= [z (2vz—1) (Va+1) dx:/x(2x+ﬁ—l) dx

[
/x(2:c+a:5—l> d:c:/2x2+a:3—xda:
_/2

: 2 2 1
xde—i-/a?gdx—/a:dm— ga:g—i-ga:g —§x2+C

S5z —2)(3z — 1)
NG

dzx n

| Ejercicio 7.5 Obtener / (

Solucién 7.5

(52 —2)(3z — 1) 1522 — 11z + 2 /x2 / x / 1
dr=|[———"—"de=15 [“=dx—11 [“=dx+2 [—=d
[ N VAl IV A AV

2 2
:15/133dl’—ll/fl)édl’—l—Q/IL‘_%dlL‘:15 <5> 25 — 11 <3> :1:%4—2(2):5%—1-0

22 22
— 613 —gac%+4x% +C:6v:c5—§\/x3+4\/5—|—0

1
| Ejercicio 7.6 Obtener /t <2t2 +t> dt n

Solucioén 7.6
1 1+ 2t3 1+ 283 1 14283 1 /1 283
/ — +t dt:/t ER dt:/ + dt:/ * dt:/+dt
212 212 2 2 t 2 /¢t
1 1 t3
= 22 dt = t2dt = =-Inlt| + — + C
2/ * / / gl + 3+

1
1\ 3
Ejercicio 7.7 Obtener /(6:(} — 2) dx m

Solucién 7.7 Haciendo el cambio de variable u = 6x — % — du=6dx

1
1\:3 1 1 1
/<6x—2) dx:6/uédu:6<i>u3+c—8§+0

Regresando el cambio de variable tendriamos que

1 3 1\4
1\3 1.4 (6$_§)
/<6:L’—2> dx—8(6x—§)3+C—T+C
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1
Ejercicio 7.8 /H dx
V2 +2z -8

Solucién 7.8 Haciendo el cambio de variable u = 22+ 22 —8 — du = 2z +2dx = 2(z+1) dx

1 1 1 1 1
N dwz/du:/u_;du:@)u;
Va2 + 2z -8 2 ) Vau 2 2

Regresando el cambio de variable tendriamos que

1
/\/%dx:(wj—l—%:—&;+C:\/x2+2x—8+C'
x x—

I Ejercicio 7.9 /sem4 Z cos T dx

Solucién 7.9 Haciendo el cambio de variable u = senz — du = cosz dz
ub
/sen4xcosxda: = /u4du = = +C

Regresando el cambio de variable tendriamos que

sen5 T

5

/sen4xcosxdm— +C

I Ejercicio 7.10 /z sec? 22 dz
Solucién 7.10 Haciendo el cambio de variable u = 22 — du = 2z du
2 .2 1 2 1
zsec” z-dz = 5 sec” udu = §tanu+0
Regresando el cambio de variable tendriamos que

1
/zseczszz: §tan22+0

I Ejercicio 7.11 / tan® z dz.

Solucién 7.11 Notemos que

/tan3wdx:/tan2wtanajd$:/(sech—l)tanxda:

:/(seCthanx—tanx)d:c:/sechtan:cd:v—/tan dz

Primer integral: hagamos el cambio de variable u = tanz — du = sec? z dx, nos da que

2 tan2
/secQQ:tanmdm:/udu:z—FC: ar; x—i—C’.
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Segunda integral: hagamos el cambio de variable u = cosx — du = —senx dz, nos da que
sen x du
/tandac:/ dac:—/d:vz—ln|u]—|—C:—lncosx—|—C.
coS T U

Por lo tanto

tan2
/tan3a:dx: ar; - + In|cosz| + C.

2t —
Ejercicio 7.12 / ! 33 dt .
(1—1)2

Solucién 7.12 Haciendo el cambio de variable u =1 —t — du = —1dt

2t — 2(1 —u) — 2 — 2u — —2u—1
/ 33dt:—/( Z) 3du:—/g 3:_/u3 du
(1—1t)2 %2 U2 U2

== /_(2u+1) du = /Quj L du = /(2u—5 +uTE)du = 2(2u? — (2)u 2

3 3
uz2 uz2

Regresando el cambio de variable tendriamos que

N

=4y1—-1t—-2

/Qt_?’ dt = 4(1—t)% —2(1— )" —_

(1—1t)2

3
Ejercicio 7.13 /596 dx m
z2+3

Solucién 7.13 Procedemos a reacomodar los términos

3 3 2
[ =5 [ = [
x?+3 (22 +3)2 (2 43)2

Realizamos el cambio de variable u = z? + 3 — du = 2x dx, asi

53 5 fu—3 5} 1 5} 1 _1
mdeQ/u%du=2/(u—3)u 2du=2/(u2—3u 2)du
1 2 1
:;/uédu—; uédu:g<3>ug—25(2)ué+0

= gu% —15uz +C = g(a:Z + 3)% — 15(2® + 3)% +C

:g (22 +3)3 —156Va?2 +3+C

2r — 3

V2 +4

I Ejercicio 7.14 dz. m
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Solucién 7.14 Se realiza por sustitucion trigonométrica, haciendo el cambio de variable
r =2tanf — dr = 2sec® 0 df

2x — 3 4tanf — 3
T = [ 22T T2
VaZ 44 Vitan26 + 4

4tanf — 3 9
= [ =7 “.9
/ 9 s0c 0 sec” 6 df

- 2sec?0dp

:4/tan08ec0d9—3/sec«9d0.

Primera integral: hagamos el cambio de variable u = cos — du = —sen 8 df

4/tan98ec«9d9:4/senad9:—4/du
cos2 6 u2

1
:—4/u2du:—4 <“_1> +C

oot ie

U cosf

Segunda integral: hagamos el cambio de variable © = secf + tanf — u = secftanf +

sec2 0 do

2
3/3ec€d9:3/sec¢9-Sece+tan9d9:3/sec G—I—Sec@tanﬁde
secf + tan 6 sec O + tan 6

d
:3/u:3ln|ul—i—C
u
= 3In|secl + tand| + C

Del triangulo se deduce que

% 244
2 249
cost) = ——, sec@zﬁ, tam&zE
0 214 2 2
1
Por lo tanto
2x — 3

4
———dr = —— — 31 0 +tanf| + C
N T= n [secf + tan | +

244
:Wz+4_3m<|”;+x

e

I Ejercicio 7.15 /(x2 —3)22%da .

)+c
1

/@:2 _3) a2 de — %@2 ~B @ -+ C= @B+ V@ BP 4 C

Solucién 7.15 Haciendo el cambio de variable u = 22 — 3 — du = 2z dzx

1 1 : 1/2 2
/(x2—3)§x2dx:2/u£(u+3)du:2/ug+3u5du:2 <5ug+3(3>u

Regresando el cambio de variable tendriamos que

(NI
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I Ejercicio 7.16 /xe7+2x2 da -

Solucién 7.16 Haciendo el cambio de variable u = 7 + 222 — du = 4z dz

1 1
/xe7+2‘”2 dr = 1 /e“ du = 16“

Regresando el cambio de variable tendriamos que

2 1 2
/xe7+2w de = Z67—1—255

sen x
dx n

Ejercicio 7.17 Obtener / x

Solucién 7.17 Procedemos proponiendo u, v de la siguiente forma

U=z —du=1 T sen x 1
— dr = - | —xzcosx + [cosxdx
dv=senxr —v = —CosSZ 2 2

Con esto ya solo basta recordar que [cosz dz = senz y tenemos que

1
/xs;nx dx = B (—rcosx +senx)+ C

Ejercicio 7.18 Obtener /:U sec? z dx m

Solucién 7.18 Proponemos u, v de la siguiente forma

U=z —du=1 9
9 — [zseczdxr =xtanz — [tanxdx
dv =sec’*zx —v =tanzx
Con esto ya solo basta hallar [tanz dx = [ o5z dx, para lo que proponemos el cambio de
variable © = cosx — du = — sen x dx, entonces

1
/senxdw = /du =In|u| = In|cos x|
cos u

zsec’ xdr = xtanz — In|cosz| + C

Entonces concluimos

S 2
I Ejercicio 7.19 Obtener /$362I Ldx m
Solucién 7.19 Proponemos u, v de la siguiente forma
2
uU=2x —du =2z 2 1 2 1 2
3, 2221 2 2221 2221
2 2 = [x’e dr = —x“e —— [xe dx
dv = ze?* 1 5y = %ezx -1 4 2

Podemos hallar v integrando dv por cambio de variable. Entonces ya solo hay que hallar
fer"”Ll dx, pero este es exactamente [dv, por lo que podemos soso sustituir

1 1/1 1 1
/933623:2—1 dp — szele’—l -3 <4e212—1> +C = szele’—l _ §6212—1 +C
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I Ejercicio 7.20 Obtener /:c2 In(42?) dx .

Solucién 7.20 Proponemos u, v de la siguiente forma
u=Indaz? —du = %890 2 2 z? 9 2 [,
dv = 2 Hv_% - xln(4x)d$:§hl4l‘ —B/x dx

2

Como ya sabemos integrar z* simplemente sustituimos

2 3 2
/len(4x2) dr = %ln4x2 - §x3 +C = % <ln4x2 — 3) +C

x arctan x

—dx
V14 x?

Solucién 7.21 Proponemos u, v de la siguiente forma

I Ejercicio 7.21 Obtener

1
1+ 22

T / T
— = [ ——
V14 22 V1+ 22

donde, podemos hallar v con el cambio de variable w = 1 + 22 — dw = 2z dz obtenemos

v:2/ dw — w2 = \/1+ 22

wl/2

u = arctanx —du =

dv =

y por lo tanto

z arctan V1422
—————dx = arctanz - V1 dzx
V14 2? / 1+ a2
=arctanz - V1 + 22 —/.
V1+ 22

La sustitucion z = tanf — dz = sec? 0 df, nos da

1 sec? 6
= dr= do = 0 do
/\/1+x2 v /Sec@ /Sec

De la ultima sustitucion

O =sech + tand
dO = sechtan b + sec’ 6 do

resulta
2
/secedaz/secg.wdgz/sec 0 +secftant
sec + tan 0 secd + tan 6
d

= g =3[0+ C

= In|secd + tanf| + C.
Finalmente

x arctan x
7d:v:arctanx-\/1+$2—ln‘\/1—|—x2+x‘ + C.
V1+ 22
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I Ejercicio 7.22 Obtener /sec3 rdr m

Solucion 7.22 Proponemos u, v de la siguiente forma

u=secr —du=secxtanzx 3 9
9 — [sec’xdxr =secxtanx — [secxtan”xdzr
dv =sec’r —v=tanx

De aqui podemos sustituir lo siguiente
/sec3 rdxr =secxrtanx — /secxtan2 xdx
=secztanz — /sec z(sec? z — 1) dx
=secxrtanx — /sech —secxdx
=secxtanx — /sec3:cd:z: — /secxdx
Sumando de ambos lados de la ecuacion fsec3 cdx obtenemos que

/sec3xdx—|—/sec3xdm =secxtanx — /secxd:c

2/sec?’a:da: =secxtanx — /secxda:

Integrando sec x obtenemos

secx + tanx sec? x +secxrtanx
secrdr = [sect———dx = dx
secxr + tanx secx + tanx

Con el cambio de variable u = secz — tanz — du = (sec z tan z + sec? x) dx
1
/Sec:vdx = / du=Inlu|+ C =1In|secx + tanz| + C
u

Finalmente
2/sec3a:dac =secxtanz — In|secx + tanz| + C

Multiplicando ambos miembos de la ecuacién por % se tiene

1 1
/sec3xdfc = isecxtanx - §ln|secaj—|—tanx| +C

I Ejercicio 7.23 Obtener /sen3xdx. m

2

Solucién 7.23 Ya que sen? z = 1 — cos? z, tenemos

/sen3:1:da; = /senx(l — cos® x) dx

:/sena:d:v./senxCOSQ:cdx

= —CoSx — /senxcostdx.
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El cambio de variable

U = COST

du = —senz dzx

nos da

3 3
/senxcoszxdm:_/ﬁdu:_%_i_C:_COZ T

y por lo tanto

3

COS™ o

+C.

/sen3xdm: —cosx +

/w duw
V49 — w?

Solucién 7.24 Se realiza por sustitucion trigonométrica. Del tridngulo rectangulo propuesto
como sigue podemos notar que existe la siguiente relacion

7 V49 — w2 Tcos(f) =w — —Tsen(0) df = dw
f 7sen(f) = V49 — w?

Realizando la sustitucién trigonométrica tenemos que

2
/ 2 cos? §(—T7)send do = —49 /0052 0do
7send

| Ejercicio 7.24 Obtener

w?
/\/ 49 — w2

1 0
Sabiendo que cos? f = +C°25( ), entonces

—49 /0082 0do = —49 / Lt Cgs(% < / 1d6 + /Cos (20) d9> (e + = sen(26)) + C)

Regresando el cambio de variable y utilizando las identidades trigonométricas tendriamos

que
2 4 1
/\/h dw = —59 {arccos (%) 2(286119(:089)] +C
w
7

49 wv49 — w?
=-35 [arccos( ) + <49 ) +C
Ejercicio 7.25 Obt éd
jercicio 7. ener TR x n

Solucién 7.25 Se realiza por sustitucion trigonométrica. Primero notemos que (22 —4)3/2 =

3 . . -
[(mQ — 4)1/2] , asi, del siguiente tridngulo podemos obtenemos lo siguiente
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x
2 2cscl = — 2(—cschcot0)do = dx
) 2cotf = Va? —4
z? —4

De este modo sabemos que

1 _ [—2cscOcot® 2 [cscO 1 - 1 [send
/(w2—4)3/2dx_/ (2cot 6)3 de__8/cot29d9__4/‘30529da__4/00829d0

sen? 6
Procedemos por cambio de el cambio de variable u = cos§ — du = — sen 6 df, asi
1 [senf 9 1 -1 x
—= —du=- [u“du= C= C=——r———=+C
4/00829 / /u =g o 40080+ 4\/x2—4+
I Ejercicio 7.26 Obtener [vz? + 1dx n

Solucion 7.26 Del siguiente triangulo podemos notar que

xzl +1
z tanf = z — sec2 6 df = dx

0 secd =vax2+1

1
Entonces, realizando la sustitucién trigonométrica tenemos que

/\/az2+1d:€:/secese029d0:/sec39d0

Integrando sec? f por partes obtenemos que

u = sect — du = secftanf do
v=tanf = [dv — dv = sec?0 df

/sec36d9 = /sec&seczﬁde =
= [sec®0df = secOtan® — [secOtan®6do
Por identidades trigonométricas sabemos que tan?# = sec? @ — 1, asi

/sec30d9 =secfOtanf — [secO(sec’h —1)db

= secftanf — sec30d0+/5660d9

— Sec30d9—|—/sec39d9 =secfOtanf — fsecHdH

2/sec39d9 =secftanf — [secddf

Ahora hay que integrar sec 6

/sec@dﬁ—/ sec&—l—tanﬁde
secd + tan 6
/sec 0 +secHtanb u = sect + tan 6

sec + tan @ = du = sec O tan 6 + sec2 6 df

[l
ﬁ

= ln]uH—C’
= In|secf + tanf| + C
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Finalmente obtenemos que
5 1 1
sec® 0 df = isecﬁtane + iln\sece + tan 6| + C

Que regresando el cambio de variable, del tridngulo rectangulo deducimos que

/\/fn2+1d$:/sec39d9:;(a:\/$2+1) —I—%ln‘ :172+1—|—3:‘+C

_ 72

| Ejercicio 7.27 Obtener /H dx para a >0

2

Solucién 7.27 Del siguiente tridngulo notamos la relacion

Va
x Vasent = x — \/acosfdf = dx
9 Vacosd = vVa — x?

va — x?

Por medio de la sustitucion trigonométrica tenemos que

YA e [ Uen0) gy W [eot

cos? 6
sen? 0

Por identidades trigonométricas sabemos = cot? 6, entonces

N )
/aan:dx_ cot? 6 do

Sabiendo que cot? @ = csc? f — 1, entonces
— 2
/de: csc? 0 —1df = /cchQdé’—/ldH:COtg_9+C
T

Del triangulo rectangulo despejando 8 obtenemos 6 = arcsen (%), finalmente

va— x? va — x? x
———dr=———— —arcsen | —= | +C
x x Vva

Ejercicio 7.28 Obtener /
Va2 + 2z +3

Solucién 7.28 Primero notemos que 2 + 2z + 3 = (x + 1) + 2, con esto proponemos el

cambio de variable u = x + 1 — du = dx, entonces todo esto quedaria como

[ o= [ o= [
—dr = [—(——dz =4 [——du
Va2 42z +3 VE+1)242 Vu? +2

Con el siguiente tridngulo podemos aplicar aqui sustitucion trigonométrica
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V2tanb = u — v2sec?0df = du
V2sect = Vu2 + 2

Realizando la sustituciéon obtenemos que

2
/\/§sec 0d6:4/se00d0:4/secesece+tan0d0:4/sec 0+Sec0tan9d(9

V2sech sec + tanf secl + tand

=1

Resolvemos por cambio de variable u = sec § +tan 6§ — du = sec  tan 6 +sec? 6 df, entonces

4/sec20+se(:9tan0

1
d9—4/du—41n|u]+C—4ln|se09+tan9|+C
sec + tan 6 u

Por el cambio de variable sabemos que

2 \/27
Secezx—l-l & tand — (x+1) —i—2: 2 +2x+3
V2 V2 V2

Entonces, finalmente concluimos que

1 242 3
(x+1)+ Va2 +2z+ LC

4
/dw=4ln
Va2 +2x+3

V2
-2
Ejercicio 7.29 Obtener / L dzx. m
(2z 4 1)?
Solucion 7.29 Planteamos

3vr—2 A n B

(2z+1)2 2241 (224 1)2
ARz +1)+B

(22 4+1)2

Se deduce, pues, que
3z —2 =24z + (A + B).

Planteamos el sistema de ecuaciones

2A =3
A+B=-2
con lo que
3 7
A=— B=—-
5 7 2’
de donde

/3:c—2d_3/ dx _7/ dx
e+12" "2 ) 2w+1 2) @t
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El cambio de variable

u=2x+1
du = 2dx
nos da
/3$—2 B/du 7/dm
——de = | —— - | —
(2z 4+ 1)2 4/ u 4] u?
:ZIDMH—ZU_I—!—C
3 7
=—-In|2 1+ — .
4n|x+ \+4(2x+1)+0

dx.

I Ejercicio 7.30 Obtener/ 43;
4t —4

Solucién 7.30

/w4x—4dx_/(x2—2;;(x2+2) de.

Descomposicién en fracciones simples:

T _Ar+B  Cz+D

(22 —2)(22+2) 22-2 x? +2

(Az + B)(2? + 2) + (Cz + D)(2* — 2)

(22 —2)(22 +2)

(A+ C)a3 + (B + D)2 + (2A — 2C)x + (2B — 2D)

(22 —2)(22 +2)

Obtenemos asi el sistema de ecuaciones
A+C=0
B+D=0
24 —-2C =1
2B —-2D =0

cuyas soluciones son:

A:l, B=D=0y C':—1
por lo que
T 1 T 1 T
—de=- | ——dor—- | ——d
/x4—4$ 4/932—295 4/x2+2x
1 fdu 1 [dv

8) uw 8/) w
1 1
=gInfe? —2[ - glnfa” +2[ + C.
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z+6
Ejercicio 7.31 Obt d
jercicio ener / CEE I ) 5 n

Solucién 7.31 Planteamos
x+6 A B C
(z—=3)(x+2)(z — 2) - x—3+$+2+m—2
Az +2)(z —2)+ B(x —3)(x — 2) + C(z — 3)(z + 2)
(x —=3)(x+2)(x—2)
A(z? —4) + B(z? — 52+ 6) + C(2> — 2 — 6)
(x=3)(x+2)(x—2)

De aqui que
t+6=(A+ B+ C)a*+ (=58 —C)x + (—4A + 6B — 60).
Definimos el sistema de ecuaciones

A+B+C=0
—5B-C=1
—4A+6B—-6C =6

cuya solucién es:
A= = B = =z} C= _27

por lo que

/(x—B)(zig)(x—Q)d _g/xd—x +1/xdf2 Q/xdg

ve [T [

:gln|u|+5ln|v\721n\w|+0

9 1
:gln]x—3]+gln\x+2\—21n|x—2|+C’.

212 1l
| Ejercicio 7.32 Obtener / TS L o .

(x+1)2(22 +1)

Solucion 7.32 Planteamos
222 + 3z — 1 A B Cz+ D

(x+1)2(22+1) - x+1+ (x +1)2 * 22 +1
Az +1)(22+ 1)+ B(x® +1) + (Cx + D)(z + 1)?
(x+1)%2(22+1)
A@@® + 22+ 2+ 1)+ B(x? +1) + (Cx + D)(2? + 22 + 1)
(z +1)%(z* +1) '

De aqui que
202 43z —1=
(A+C)2® + (A+ B+2C + D)z*> + (A+C+2D)x + (A+ B+ D).
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Obtenemos el sistema de ecuaciones

A+C=0
A+B+2C+ D=2
A+C+2D =3
A+B+D=-1

cuya solucién es:

por lo que
/ 222 + 32— 1 da:——g/ dx _/ dz +3/x+1dx
(x+1)2(z2+1) ~ 2) x2+1 (x+1)2 2] 2241
3 [du dv 3 [ xz+1
=—— | ——= | =4+=- | ——d
2/u vz+2/x2—|—1 .

La ultima integral puede calcularse con la sustituciéon trigonométrica

3 [ x+1 3 [tanf0+1,
2/w2+1dx_2/ sec2 0 (sec™6) do

31 L ‘+3acta +C
= —— 1N | —F/—= — ar nwr .
2 vz +1 2

por lo que

222 4+ 3z — 1 3 1 3 1 3
de = —21 Ut —— 2 ) + Zaret C.
/(3;'+1)2(a:2+1) x 2n]a:+ H_x—i—l 2n< x2+1>+2arcanx+
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Ejercicio 8.1 Calcular el area comprendida entre las curvas:
y1 = 3z — z°
yo = 22% — 22 — 5z

Solucion 8.1 De acuerdo a la grafica de las funciones, observamos que éstas se intersectan
en tres puntos, los cuales estan dados por la condicién de que y; = yo,

3z — 2% =223 — 2% — 5z
— (222 - 8)x =0
— (2*—4)x =0

entonces, los puntos de interseccién son x1 = —2, o0 = 2 y x = 0. Entonces, el area
comprendida entre las graficas de la funciones y; y y2 estd dada por:

0 2
A= /2 [y2 — y1]dy +/0 [y1 — yoldy

0 2
= / (223 — 2% — Bx) — (3z — 2°)]dy + / [(3z — 2?) — (223 — 2 — 52)]dy
) 0

0 2
/ (223 — 82)dy + / [—22% + 8x]dy
-2 0

= 16u>

I Ejercicio 8.2 Calcular el volumen del sélido de revoluciéon que se obtiene al hacer girar
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I la curva y = alrededor del eje = desde = = —? hasta = = /3. ]

1
V1 + z2
Solucién 8.2 El volumen de un so6lido de revolucién esta dado por:

V= [ el

1

por lo que:
\/g 1 2
V:[?w[1+ﬁ]m
Vi
= /_\éﬁﬂl—kadx

V3 1
- —— d
F/ég 1+22"

V3
V3

3

= marctan 1:‘

s
= —u3

Ejercicio 8.3 Determine el area de la region acotada por la grafica de f(x) = |z| — 1,
x=0,x=>5y el eje z. ]

Solucién 8.3

) 1 5
Area:—/o (|x\—1)dx—|—/1 (j| - 1) da

:—/Ol(a:—l)dx+/15(x—1)dx

vl
=—|=-z — -
2 o 12 .

_ ! 1+25 5 1+1

2 2 2
17

= u2

I Ejercicio 8.4 Calcule el volumen del sélido de revolucién que se genera al hacer girar,

alrededor del eje z, la region acotada por y = e*t!, = -1y 2 =0. L]
Solucion 8.4
0 0
Volumen = 77/ ()2 dx = 7'(‘/ X2 dy
-1 -1
2 2
T u ™ u
== e"du = —e
), =5
_m(e*—1) 4

-5
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Ejercicio 8.5 Un objeto ubicado a una distancia de x metro del origen del sistema
de referencia sufre una fuerza F' en newtons que depende de la distancia a la que se
encuentra, a saber, F(z) = z3 + 2z + 1. ;Cuanto trabajo se efecttia al moverla de
una distancia igual a un metro (z = 1) hasta una distancia de cinco metros del origen

(x =5)7? =

Solucién 8.5 El trabajo esta dado por:

X9 5
/ F(x)dx = / 23 + 2z + 1dx
T 1

1
x4+x2+x’5
4

= 184N

1
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