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AVISO INTRODUCTORIO:

Los problemas incluidos en esta guia solo sirven para el estudio y la preparacion de
los examenes extraordinarios de la asignatura de Calculo I, por lo que no
necesariamente seran incluidos en futuras emisiones de dichos examenes. Sin
embargo, el nivel de dificultad es muy similar al de los reactivos de estos examenes,
al igual que su desarrollo y resolucion. Se recomienda complementar esta guia con

la consulta de la siguiente bibliografia:

Colley, S.J. (2013). Cdlculo Vectorial (4° ed.). México: Pearson.
Larson, R., Edwards, B.H. (2023). Cdlculo Diferencial e integral. México: Cengage.
Rogawski, J. (2012). Cdlculo. Varias Variables (2° ed.). Espana: Reverté.

Salas, S., Hille, E., Etgen, G. (2003). Calculus. Una y Varias Variables. Vol. Il (4°
ed.). Espana: Reverté.

Stewart, J., Clegg, D. Watson, S. (2021). Cdlculo de Varias Variables.

Trascendentes Tempranas. México: Cengage.

Ademas, se recomienda al estudiante acompanarse de papel y lapiz para ir

resolviendo los problemas a la par de la lectura de esta guia.



PARTE 1. ESPACIO VECTORIAL R" Y TRANSFORMACIONES LINEALES

1) Dados los vectores A = (2,-6,-3), B=(4,3,-1) y C = (3,5,-2), realizar la operacion
B-[(A+ B)x(B-0)].

Resolucion:

En la operacion solicitada, los corchetes marcan que la operacion principal es el
producto punto que esta fuera, pero primero se deben realizar las operaciones
encerradas en el corchete, el cual a su vez tiene unos paréntesis:

A+B=(2,-6,-3)+(43,-1) = (6,-3,—4)
B—-C=1(43-1)-(35-2)=(1,-21)

Luego se realiza el producto cruz:

i j k
(A+B)Xx(B-C)=|6 -3 —4
1 -2 1
Efectuando la expansion en cofactores del primer renglon:
+ - o+
i 7k N - - -
6 -3 —4 =+f|><3—fb<ﬂ+k><ﬂ
1 -2 1
i j ok
6 —3 —4|=+(-3-8)—j(6+4)+k(-12+3)
1 -2 1
Entonces:
i j k
(A+B)x(B—-C)=|¢g -3 —4|=-—11i—10j—9k = (—11,-10,-9)
1 -2 1

Finalmente, ya se puede realizar el producto punto:
B-[(A+B)x(B-0)]=(43-1)-(-11,-10,-9) = -44-30+9

B-[(A+B)x (B—C)]=—65

2) Hallar el area del triangulo cuyos vértices son los puntos P(0,2,2), Q(2,0,1) y
R(%/2,2,-2).

Resolucion:



Para calcular el area del triangulo, se van a definir dos vectores que conecten los
puntos; arbitrariamente se toma como punto base el punto P:

R

Q
A

P

Cada uno de estos vectores se obtiene de la resta del punto final menos el punto
inicial, pues a cada punto le corresponde un vector asociado que parte del origen, y
entonces el vector que los conecta es la resta o diferencia de vectores:

A=Q-P=(201)-1(022)=(2,-2,—1)
p=r-r=(2-9)-022= (0.

Estos vectores generan un paralelogramo al trasladarlos en forma paralela:

P

y su area se calcula mediante la magnitud del producto cruz de los vectores:
AreaParaialogmma = |AXB|

El triangulo deseado abarca la mitad del paralelogramo:



por lo que su area es la mitad de la calculada mediante la magnitud del producto
cruz:

. |A x B|

Area'rrr:éngum = >

Entonces, calculando el producto cruz de los vectores A y B:

i ]k

2 2 =1
AXB—5 . 5
2 2

Para simplificar este calculo, se aplica la propiedad de los determinantes
correspondiente a un factor comun en una columna o renglon, este factor sale del
determinante:

Desarrollando la expansion en cofactores con el primer renglon:

+ - +
5|87 k| stoo Z1p 2 -1y pp2 -2
axs=zle -2 -1 =3[+ D=y TRl )
1 0 -1
5 5
=2[12+0) —j(-2+ D) + kO +2)] =5 [20+] + 2£]

—s5itlj 51‘2—(555)
DR R Y

Finalmente, el area del triangulo es:



|AxB|_J(5)2+(g)2+(5)2_\j25+%+25

Arearrisnguio =

2 2 2
100 25 100 225 15
JT"'T"‘T \/T Z_15
B 2 2 2 4

3) Dados los vectores A=(-1,2,-2) y B=(3,6,2), calcular la componente de A sobre
B y la proyeccion de B en la direccion del vector A-B.

Resolucion:

La componente del vector A en la direccion del vector B se calcula como:

A-B
CompgA = ——

C(-12,-2)-(362) -3+12-4 5 S

J(3)2+(6)2+(2)2_\/9+36+4=m_7

El vector resta resulta ser:
A—B=1(-1,2, —2) - (3,6,2) =(—4,—4,—4)

Entonces, la proyeccion del vector B sobre el vector resta es:

B-(A-B)
P?"OyA_B B = W(A - B)
(3J6J2) N (_4J _4; _4) _12 - 24 - 8
= , —4, -4 —4)=———(—4,—4,—4
(-9 + (9% + (—4)2( )= Ter16+16" )

—44( 44 1) 11( 4—4,—1) (11 11 11)
S48 0 7 7 120 v YT \373°3
4) Construir la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (1,5,-1) y (2,-3,1).
Resolucion:
La ecuacion vectorial de la recta se construye a partir de dos elementos: el punto

pivote y el vector director. Para el punto pivote se toma cualquiera de los dos puntos
que se dan como dato; en este caso se escogio al azar:



Py =(15-1)

Para obtener el vector director, se le calcula a partir de la resta de los vectores
asociados a los puntos, recordando que el vector resta es el punto final menos el
punto inicial:

A=(2,-31)—(15-1) =(1,-8,2)
Finalmente, se desarrolla la ecuacion vectorial de la recta:
P=Py+tA
(x,y,2z) = (1,5,-1) + t(1,-8,2)
Y se puede compactar mas si se suman los vectores del lado derecho de la

ecuacion:
(x,v,z) =(1+t,5—8t,—1+ 2¢t)

5) Determinar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,-1,5) y es
perpendicular al plano 4x+2y+9z+14=0.

Resolucion:

Se recomienda realizar un bosquejo o dibujo de las partes del problema para facilitar
el planteamiento de su resolucion; no se recomienda graficar con exactitud porque
es mas tardado o podria quedar en un angulo de vision no adecuado. También se
recomienda nombrar las partes, como por ejemplo el punto (1,-1,5) puede llamarse
Q:

RECTA

La recta necesita dos elementos para ser construida: punto pivote y vector director.
Como el vector normal del plano es ortogonal al plano, va en paralelo a la recta,
entonces se le toma prestado como el vector director de la recta, pues solo interesa



su direccion, no su magnitud; recuérdese que los coeficientes de la ecuacion del
plano son los componentes del vector normal:

dx + 2y +9x = —14

A=N=(4209)

En cuanto al punto pivote, como solo se conoce al punto Q(1,-1,5) de la recta,
entonces se le toma como punto pivote:

Po=Q=(1,-15)
Estos elementos se sustituyen en la ecuacion vectorial de la recta:
P=P,+tA
(x,¥,2) = (1,-1,5) + t(4,2,9)

Opcionalmente se puede efectuar la suma de vectores del lado derecho de la
ecuacion, para compactarla mas:

(x,y,2) = (1 +4t,—1+ 2t,5 + 9t)
6) Determinar la ecuacion cartesiana (o normal) del plano que contenga al punto
(1,7,-1), y que sea perpendicular a la linea de interseccién de los planos —x+y—

8z=4 y 3x—y+2z=0.

Resolucion:



Para construir la ecuacion del plano se necesitan dos elementos: el punto pivote y
el vector normal. En este caso, el punto conocido (1,7,—1) se toma como el punto
pivote:

P, =(17,-1)

Para el vector normal, debe primero determinarse la interseccion de los dos planos
gue el problema da como dato:

I:—x4+y—-8z2=4
[y 3x—y+2z=0

RECTA DE INTERSECCION
DE LOS PLANOS:

I,NIL,=L

Vector Director
de la Recta

Estos planos constituyen un sistema lineal de ecuaciones algebraicas, el cual puede
resolverse por algun método algebraico; el mas comun y que tiene mas ventajas es
el método de Gauss-Jordan:
X 'y z
—-x+y—8z=4 -1 1 -84
3x—y+2z=0} (3 -1 2 |0)

(G4 2W)RERG o)t ER

RN g LI Ol CHR N b et

— 6 -
Xy z
(1 0 -3 2) {x—32=2
0 1 -11l6 y—11z=6

El sistema posee un grado de libertad, el cual corresponde a la variable z pues es
la que esta presente en ambas ecuaciones. Si se le asigna un parametro z = t,
entonces al despejar las otras variables:



y=6+11z y=6+11t

x=2+4+3z x=2+3t
z=t z=0+4+1t

Notese que se le anadio un cero a la zeta para obtener una expresion similar a la
de equis y de ye. Este resultado se puede representar en forma matricial como:

X 243t
(y)=(6+11t)
Z 0+t

O bien, si se descompone la segunda matriz en dos matrices:

(0)-(e)+()

En la ultima matriz se factorizo la t. Se obtienen tres matrices columna, las cuales

corresponden a vectores:
(x,y,2z) = (2,6,0) + t(3,11,1)

Esta ecuacion es la de una recta, donde el punto pivote es (2,6,0) y el vector director
es (3,11,1). De acuerdo con el enunciado del problema, esta recta es ortogonal al
plano deseado:

Vector Noermal
del Plano

Entonces se puede tomar al vector director de la recta como vector normal del plano,
pues lo importante es que tiene una direccion a 90° del plano:

N = (311,1)

Y se desecha el punto pivote de la recta (2,6,0) al no estar incluido en el plano,
ademas que el plano ya posee punto pivote.

Finalmente, se desarrolla la ecuacion cartesiana del plano:

10



N-P=N-P,
(3111) - (x,y,2) = (3111) - (1,7,-1)
3x+1ly+2z=34+77-1

3x+11ly+2z=79

7) Obtener la ecuacion del plano que pasa por el punto Q(-2,3.—4), y que es paralelo
al plano x-3y+7z=11.

Resolucion:
Para construir el plano se necesitan dos elementos: punto pivote y vector normal.
El punto Q es el unico conocido hasta el momento que esta incluido en el plano, por
esto se le toma como el punto pivote:

Pl] = Q = (_2J3! —4')

Como ademas el plano que pasa por Q debe ser paralelo al plano x-3y+7z=11, y
por este paralelismo los vectores normales de ambos planos también son paralelos:

.Q=PO

PLANO PROBLEMA

Entonces se puede tomar prestado el vector normal del plano x—3y+7z=11 para que
funja como el vector normal del plano que se esta calculando. Recuérdese que los
coeficientes de las variables x,y,z de la ecuacion del plano corresponden a los
componentes del vector normal:

Ix -3y +7z=11

N=(1,-37)
X yz

11



Por lo tanto, el vector normal del plano que pasa por Q es:
N =(1,-3,7)
Finalmente, se desarrolla la ecuacion cartesiana del plano:
N-P=N-P
(1,-3,7) - (x,y,2) = (1,-3,7) - (—2,3,—4)
x—3y+7z=-2-9-128

x—3y+7z=-39

8) Verificar la independencia lineal del conjunto de vectores { (1,0,5), (2,1,0), (1,1,1) }.
Resolucion:

La independencia lineal de un conjunto de vectores se determina a partir de la
combinacion lineal de los mismos para generar al vector nulo:

/11111 +)12.B +)13C = é

donde los parametros escalares A1, i2, A3 deben tener como unica solucion:

A este resultado se le llama solucion trivial.

Primero se sustituyen los vectores en la combinacion lineal:
41(1,0,5) + 4;(2,1,0) + 13(1,1,1) = (0,0,0)

Esta ecuacion vectorial se desglosa en sus componentes:

Componente x:
j—l ‘l’ 2112 ‘+‘ ‘13 = 0

Componente y-
'D.;].l +)12 + .-13 = 0

Componente z:
5111"‘0/12"‘113 :U

12



Estas ecuaciones son escalares y constituyen un sistema lineal de ecuaciones
algebraicas, el cual se puede resolver mediante algun método matricial; el mas
comun y el que mas informacion aporta es el método de Gauss-Jordan, pero como
solo interesa determinar si hay una unica solucion, se puede seguir una version
abreviada conocida como Eliminacion Gaussiana:

A1 A2 A3

1 2 1|0\ Ry(-5)+R; =Ry /1 2 110
(0 1 1 U) — (G 1 1 U)
5 0 1l0 0 —10 —4lo

Antes de continuar, se puede observar que la columna aumentada (la ultima
después de la raya) siempre va a dar cero con cualquier operacion elemental entre
renglones; se puede omitir esta columna y al final se le vuelve a escribir:

12 1\R(10)+Rs=R; (1 2 1\Ry(2) /1 2 1
0 1 1 — 01 1] (o 11
0 —-10 -4 0 0 6 0 0 1
Regresando la columna aumentada:
1 2 110
0 1 1|0
0 0 1lo
Se puede observar que los grados de libertad son cero, entonces hay una unica
solucion y es la trivial:

Otra forma de determinar la independencia lineal es mediante la Regla de Cramer,
siempre y cuando el sistema de ecuaciones sea cuadrado. En este método, si el
determinante del sistema es diferente de cero, entonces el sistema posee una unica
solucion, que en el caso de un sistema homogéneo como el de este problema (todas
las ecuaciones estan igualadas a cero), seria la solucion trivial:

A Az A3
1 2 1
As=1[0 1 1
5 0 1

Por ser un determinante de 3x3, se puede emplear la Regla de Sarrus:

As =0 =14104+0-5-0-0=6

Como el resultado del determinante es diferente de cero, entonces el sistema si
tiene como solucion unica a la trivial:

13



y entonces se puede concluir que los vectores si son linealmente independientes.

9) Determinar si la transformacion T(x,y) = (x+y,3y) es lineal.
Resolucion:
Una transformacion es lineal si cumple con las dos propiedades de la linealidad:
1) T(u+v)=T(u)+T(v)
2) T(au) =aT(u); a € R
Para \:felrificar la linealidad de la transformacion, conviene reescribirla en forma
matricial:

T(x,y)=(x+y3y)
RZ — R?

Xy _(x+y
T(y)_( 3y )
Luego se deben inventar dos vectores u y v pertenecientes al dominio de la
transformacion:
Xy _[(x+y
T(Jf)_( 3y )
R* — R’
_ (M 2
u= (J"l) eER
_ (%2 2
v= (}’z) eER
Estos vectores se sustituyen en cada una de las propiedades de la linealidad:

Propiedad 1:
Tu+v) =T +T(w)

r((6)+(2) =16+

Y se desarrollan las transformaciones de acuerdo con la transformacion original:

14



Xy _(x+y
! (y) B ( 3y )
Lado derecho de la Propiedad 1:
X1 X2y (X +J’1) (xz +y2)_(x1+y1+x2+y2)
() +7 () = ( 3y, ) U3y, )70 3y 43y,
Lado izquierdo de la Propiedad 1:

T x1) + (xz) =7 =:>¢ ((xl +2x2) + O +y2)) _ (xl +x,+ +y2)
¢ Yz =y 3(y1 +2) 3y; +3y:
Comparando ambos lados de la Propiedad 1:

(x1 +xz+ ¥ +J’2) _ (xl + ¥ +x; +J’z)
3y, + 3y, 3y1 + 3y,

se observa que son iguales, entonces si se cumple la Propiedad 1.

Propiedad 2:
T(au) =aT(u); a €R

Lado derecho de la Propiedad 2:

X1y o (x+t Jfl) _ (a(-ﬁ +J’1)) _ (axl + [Iyl)
o (yl) - “( 3yp /\ a@By) /O \ 3ay

Lado izquierdo de la Propiedad 2:
X1y _ axyy _ fax; +ay;
r(«G) =70 = (“ha”)
Comparando ambos lados de la Propiedad 2:

axy +ay;\ _ [ax; +ay;
( 3ay, )_( 3ay, )

se observa que son iguales, entonces también se cumple la Propiedad 2.

En conclusion, como se verifica el cumplimiento de las dos propiedades de
linealidad, entonces la transformacion si es lineal.

15



10) Obtener la transformacion lineal asociada a la matriz:
A= (2 1 —1)
1 0 =2
Resolucion:

El tamano de la matriz indica la estructura dominio-contradominio de la
transformacion lineal:
2 1 -1
A_(1 0 _)

El dominio estda dado por las columnas mientras que el contradominio por los

renglones:

Entonces para obtener la transformacion lineal, se debe multiplicar la matriz por un
vector del dominio:

2x3

Ax =T(x)
Como el dominio esta en R?, entonces un vector representativo del dominio es:

X
I=(xyz)= (y)

Z

Finalmente, se multiplica la matriz A por el vector (x,y,z) pero éste en su forma

matricial:
X
__ (2 1 -1 _[(2x+y-—z
AES (1 0 —2)(327) - (x+0y—22)
23 31 2x1
Por lo tanto, la transformacion lineal asociada a la matriz A es:

T(%) = X _(2x+y—=z
x)_T(y)_( x—2z )

Z

16



PARTE 2. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES, LIMITES Y CONTINUIDAD

11) Hallar el dominio de la funcion escalar:
1
ex-y
fly) = m

Resolucion:
Primero se deben determinar las restricciones de las operaciones involucradas:
Restriccion 1: como la operacion principal es la division, el denominador no puede
ser igual a cero:
x2+y2#0
y:#
¢ Cuando serfa igual a cero? La ecuacion corresponde a una circunferencia:
r2

x2+y2=0

pero de radio cero, lo cual sélo se cumple cuando equis y ye son cero, entonces:

y.i h

x#+=0,y+0

0 también esto se puede escribir como:

(x,¥) # (0,0)

17



Restriccion 2: la exponencial no genera ninguna restriccion, excepto por el tipo de
argumento (exponente) que tenga; en este caso hay una division,
por lo que su denominador debe ser diferente a cero:

x—y#0

Como ecuacion, es una recta:
x—y=0—>oy=x

Ya

Entonces, la restriccion resulta ser:

y#Fx

18



y#X

Finalmente, para que se cumplan las dos restricciones al mismo tiempo, se debe
efectuar su interseccion, lo cual corresponde solo a la parte repetida de ambas
regiones:

(x, )= (00) Nny+*x

Ya

y#x N x2+y2#0

Se puede observar que el punto (0,0) ya esta contenido en la recta y=x, entonces el
dominio de la funcion resulta ser:

Domf(x,y) = {(x,y) € R*|y # x}
O simplemente:
y#x
12) Determinar el dominio de la funcion vectorial:

1
r(t) =mn(t?—-Di+ Jj
v1-— tzj

Resolucion:

19



Conviene primero expresar a la funcion vectorial como un arreglo ordenado:

r(t) = (!n(tz - 1),\/%)

Luego se determinan las restricciones de cada uno de los componentes de la

funcion:

Restriccion 1: en el primer componente la operacion principal es el logaritmo, cuyo
argumento no puede ser cero ni tomar valores negativos, solo valores
positivos:

t*-1>0

Resulta en una desigualdad cuadratica, la cual puede resolverse graficamente y
corresponde a una parabola que abre para arriba y cruza al eje donde se hace cero:

t=+V1=+1

La desigualdad marca que de la parabola solo se toma la parte positiva, es decir, la
gue queda sobre el gje sin incluir a los cruces:

t2-1>0 t2-1>0

Entonces el intervalo solucion es:

Restriccion 2: en el segundo componente la operacion principal es una division,
por lo que su denominador debe ser diferente de cero:

V1—t2£0

20



Y como tiene una raiz cuadrada, su radicando (lo que esta dentro de la raiz) debe

ser positivo, pero no cero porque esta en el denominador:
1-t2>0

Entonces la restriccion se reduce a esta desigualdad cuadratica, cuya resolucion
tambien se puede hacer de forma gréafica, pero primero se determinan los cruces

con el gje:
1-t*=0
t? =1
t=4V1=+1

Y corresponde a una parabola que abre para abajo porque el coeficiente de t? es
negativo. La desigualdad senala que de toda la parabola solo se toma la porcion

positiva, es decir, la parte ubicada por arriba del gje:
1-t2>0

~:-l 4:3 4‘.2 -1 'f:J 1 ; ;
1-12

Entonces el intervalo solucion resulta ser:
te(-1,1)

2l

Finalmente, se realiza la interseccion de todas las restricciones:

1-t2>0
1>0 8 8 t2-1>0
; . : ; ; —t
-2 -1 0 4

1 2 3

t2 -

;
-
-3

-4

Se puede observar que como ningun punto del eje se repite, entonces no hay
interseccion, lo cual se expresa mediante el conjunto vacio:

t=90

En conclusion, la funcion vectorial r(t) no posee dominio:

Domr(t) =0

21



y en consecuencia, esta funcion no se puede graficar ni derivar, ni efectuar ningun
tipo de operaciones con ella.

13) Verificar la continuidad de la funcion f en el punto (0,0,0):

2 _ (.2 2
f(x,y,Z):M

Jx2+y2—z
Resolucion:

Para determinar la continuidad de la funcion en el punto (x,y,z) = (0,0,0), se deben
cumplir los siguientes requisitos:

a) La funcion debe existir en el punto.

b) El limite de la funcion debe existir.

¢) El limite debe ser igual a la funcion.
Verificando cada uno de estos requisitos:

a) Existencia de la funcion:
(02 =(0)*+ (> o0
0,0,0) = =_
FO00 02+(0)2-0 0

Como el resultado es una forma indeterminada, esto significa que el punto (0,0,0)
no forma parte del dominio de la funcion, por lo tanto, la funcion no existe en dicho
punto, siendo éste una discontinuidad. Hasta aqui termina la resolucion del
problema, pero si se desea determinar el tipo de discontinuidad, entonces se calcula
el limite:

b) Existencia del limite:

22 — (x2 + y2
im  fyn= lim Lty
(x,¥,2)-(0,0,0) (x,y.2)=(0,0,0) _[y2 + yz —z

Este limite esta indeterminado, y su calculo puede efectuarse mediante varios
caminos, los mas convenientes son:

Coordenadas Polares: en R* hay dos coordenadas polares, en este caso conviene
usar las coordenadas cilindricas:

2P 4yh) ozt
lim —— = lim
(ry.z)=(000) [y2 4 y2 7 (nz)=>(00) T—2Z

22



Se observa que se puede efectuar una factorizacion, pues en el numerador hay una
resta de cuadrados:
(z—1)z+71)
= 1m ——
(r.z)-(0,0) r—2z

y en el denominador conviene factorizar el signo menos:

1
) )z + r) ) z+r 040
= llm ] = —_—=
(rz-0,0 —(z (rz)—>(0 0) —1 -1

Operaciones Algebraicas: para quitar la raiz cuadrada del denominador se multiplica
por su conjugado, pues se trata de una resta de raices:

_(x2+y2)(\,m+z)_

VX2 +yi+z

im
(x,y,2)=(0,0,0) _[42 + yz —z
[22 — (x2 + y2)I(/x* + 7 + 2)
lim
(x,y,2)-(0,0,0) (x2 +y?2) =2z

Conviene factorizar un signo menos en el denominador para obtener un factor
idéntico al del numerador:

1
P NTIR)_ (FE )
= 1m 1m
(x,7.2)-(0,0,0) —[z2 ‘(M_Q] T (xy.2)-(00,0) -1

Y se evalda el limite:

) ryi+z _ JOPFOP40_0
(x,v,2z)-(0,0,0) -1 -1 -1

En ambos caminos, el denominador ya es diferente de cero, por esta razon el
resultado es cero. Como el limite si existe, entonces el punto (0,0,0) es una
discontinuidad removible, lo cual corresponde a un hueco en la funcion f(x,y,z).

x+y-1
14) Calcular el x,thEn DTS

Resolucion:

Primero se debe evaluar el limite en el punto de tendencia, aplicando la propiedad
de sustitucion:
x+y-1 0+1-1 0

(ny—»(ou\j‘ M-y vo—vi-1i 0
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Esta indeterminado, por lo que se debe ahora aplicar el teorema de la funcién
equivalente, es decir, como la funcion es algebraica (solo tiene operaciones
algebraicas: suma, resta, multiplicacion, raiz cuadrada, etc.), se aplican operaciones
algebraicas (factorizaciones, productos notables, racionalizacion) para
transformarla en una funcién equivalente mas simplificada. En este caso, en el
denominador hay una resta de raices cuadradas, entonces conviene multiplicar por

su conjugado:
x+y—1 (\f.l"Fﬂ'l—}’)
(xy)—r([]l)\/_ ,‘1— '\,.x—|— .']_—y'

El conjugado se multiplica tanto arriba (humerador) como abajo (denominador)
conformando un factor que vale uno, y la funcion original multiplicada por uno no se
altera. Notese ademas que el radicando (lo de adentro de la raiz) nunca cambia de
signo, solo se cambia el signo afuera de la raiz. Esta multiplicacion por el conjugado
del denominador produce una resta de cuadrados:

a-b a+ b a2 b2

(V= VT=-y)(Vx + 1= ) (V%) —(JlT)

Y el cuadrado aplicado a cada raiz la simplifica:

(Vx=1-y)Vx+1-y)=x-(1-y=x-1+y

Entonces, el desarrollo del limite queda:
1
x+y-1 (\f_+\,fl— (x+»rc D(Vx+/1-y)

= li
(x, yJ—»(o Dyx - JT—y \Wx +41 ) (x3)2(01) x\\1+ y
o Nx+1-y . —
- llm - 41 - (x,y])lg'(lﬂ,l)(& + 1 - y)

(x,y)=(0,1) 1

Notese que mientras no se efectue la evaluacion, se debe seguir escribiendo el
operador limite, pues es la operacion matematica por aplicarle a la funcion.

Finalmente, ya se puede evaluar el limite:

x+y-1

(xy)-)(ﬂ 1)\f__ 1-y (ny-(GlJ

Como el resultado si pertenece a los reales y queda dentro del contradominio de la
funcion escalar de la cual se calculo el limite, entonces el limite existe y vale cero:

(Vx+1-y)=V0+VI-1=040=0
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i x+y-1 0
(x;y}]ﬂﬂ.l}\f}_ 1=y

15) Considerando dos trayectorias diferentes que pasen por el origen, mostrar que
el limite no existe:
Tt &
im ———
(xy)>(0,0) x2 + 2y2

Resolucion:

Se pueden proponer varios tipos de trayectoria hacia el origen de R?:

YA @Rectas:y=mx

> X
(2) Parébolas: y = kx?

@ Recta Vertical: x=0

Considerando el primer tipo de trayectoria, se sustituye en el limite la ecuacion de
las rectas, donde la pendiente m es una constante que puede tomar varios valores:

i 2x2 —y?  2x?—(mx)? | 2x*-m?x? _ x?(2-m?)
im ————=Ilim————=1im = lim
(xy)-(00 x2 + 2y2  x-0x2 4+ 2(mx)? x-0x% 4+ 2m2x?  x-0x%(1 4 2m?)

2 —m?
m—
x=01 4+ 2m?

Como la pendiente m es una constante:

i 2-m*  2-m?
01+ 2mE  1+2m?

La pendiente m posee una infinidad de valores, pero el problema pide al menos dos
trayectorias diferentes, es decir, dos rectas con pendiente diferente:

m = 1: corresponde a una recta inclinada 45°:
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i 2% —y* 2-(1)* 2-1 1
chy)'f(ln,n)xz +2y2 1+42(1)2 142 3

m = 0: corresponde a una recta horizontal que va sobre el gje x:

I 2x2—y2  2—-(0)2 2-0
im = = =
y)=00x2+ 2y 1+2(002 140

Como se obtienen resultados distintos para dos trayectorias diferentes, entonces de
acuerdo con el Criterio de las Dos Trayectorias el limite no existe; con este
resultado ya no es necesario probar mas trayectorias. Una observacion importante:
si el resultado del limite depende de algun parametro constante como la pendiente
m, Yy si este parametro puede tener mas de un valor diferente, entonces el limite no
existe porque el resultado genera varios valores diferentes para el limite.

16) Calcula el limite del campo F(x,y) cuando en su dominio tiende al origen:

Flx )_( x? sen(xz—yz))
P\ T

Resolucion:

El enunciado pide calcular:

x? sen(x? —yzj)

lim ,
(x,y)—b(o,o)( [x2 + y2 xX—=y

Igual que con cualquier otro limite, primero se aplica la propiedad de sustitucion,
es decir, se sustituye el punto de tendencia en la funcion:

li ( x2 sen(xz —yz)) _ ( (0)2 SE?’I((U)Z _ (0)2))
oo \iEeyt — x-y )" \Jorror  0-0

(5:)
~\0'0
Los componentes del vector resultante estan indeterminados. Entonces se aplica el
Teorema de la Funcion Equivalente para poder calcular el limite; esta funcion
equivalente se le obtiene mediante operaciones algebraicas (factorizacion,

multiplicacion por el conjugado, racionalizacion, etc.) o mediante el uso de alguna
identidad. Este teorema se aplica en cada componente de forma independiente:

F1 F2
x? sen(x? — yz))

lim ,
(x,le-'(O.UJ( Zty2  x—¥

( ) x? _ sen(x? — yz))

lim —, im
Cey)=(00) [x2 4 2 (xy)=(0,0) xX—y
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El limite del primer componente F1 del campo vectorial no se puede efectuar
mediante racionalizacion porque no se puede factorizar la suma de cuadrados x%+y?,
entonces se efectua mediante el Criterio de las Dos Trayectorias:

YA @Rectas:y=mx

> X

~

(2) Pardbolas: y = kx2/

@ Recta Vertical: x=0

Trayectoria 1 — Rectas: se sustituye la ecuacion en el limite: y = mx

2

i —xz li i li ad
im =lim——=lim——
Gey)=2(00) [xZ 4 y2  x20 [x2 4 (mx)2  *0 VxZ + mZx2

= lim

x? A? x
= lim = lim ——=
x=0 'lez(l + mZ) x_’[{x:f?‘l‘ m2 x=04/1 + m2

Como ya se obtuvo la funcion equivalente tras simplificar las equis del numerador y
del denominador, entonces ya se puede evaluar el limite:

I x 0
1M = =
031+ m?2  V1+m?

Da cero porque el denominador nunca se hace cero, pues para cualquier valor de
m siempre 1+m? genera un valor positivo diferente de cero.

Trayectoria 2 — Parabolas: se sustituye la ecuacion en el limite: y = kx?

x2 x? x2
lim @ — —=lim——=1lim———00=
(xy)=(00) [Z ¢ y2 %20 [y 4 (kx2)2 x=0~/%2 + kZx?

xz

x? x
= lim = lim—on
fx2(1 + kzxZ') x=0 k2x2 x=0+/1 4 k2x2

= lim
x—0
Se evalua el limite una vez que se ha obtenido la funcion equivalente:
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. x 0 0 0
1m = — _——_———=
=0T+ k2x? T+ k2(0)2 VI+0 T

Da también cero porque el denominador 1 nunca va a ser igual a cero.
Trayectoria 3 — Recta Vertical: se sustituye la ecuacion en el limite: x = 0

(0)? . .0 0
li = lim = lim—

2
x 0
lim ————=1im = lim
Gy)=00) fxZ4yZ =0 [(0)2 42 =0 f0+yZ o0 [yZ y-0Yy

Aqui es importante resaltar que la funcion debe ser simplificada lo mas posible; por
concepto, el limite se calcula en el entorno reducido del punto de tendencia, es decir,
ye Se acerca a cero pero no toca al cero, entonces el numerador cero si se puede
dividir entre el denominador ye pues éste es diferente de cero en el entorno reducido
del punto de tendencia:

0
lim—=1im0
y=oy y—0

El limite de una constante es la misma constante:

Iim0=20
y=0

Como por todas las trayectorias planteadas el limite dio como resultado el cero,
entonces éste es el valor del limite.

Ahora se plantea el limite del segundo componente Fz del campo vectorial:

sen(x? —y?)
im ——
(x,y)-(0,0) xX—y

La funcion es una mezcla de una expresion algebraica (x — y) con una operacion de
tipo trascendente (el seno del numerador), entonces no se puede efectuar una
operacion algebraica como la factorizacion ni la racionalizacion, entre otras; para
poder realizar el calculo del limite se aplicara la identidad:

_ sen(u)
lim =

u—0 u
Aqui se observa que el denominador debe ser igual al argumento del seno, y ambos
deben transformarse en cero en el punto de tendencia; si estas condiciones no se
cumplen, no se puede aplicar la identidad. Para que el denominador (x —y) se vuelva
igual al argumento del seno, se debe multiplicar la funcion por el conjugado del
denominador:
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, sen(x? — y?) (x + y) (x + y)sen(x? — y?)
im = lim
(x,5)~(0,0) X—=y x+y (x,y)~(0,0) x2 —y2

Recuérdese que debe realizarse esta multiplicacion tanto arriba (humerador) como
abajo (denominador), porque de esta forma se esta multiplicando por un factor
unitario (el neutro multiplicativo), el cual no afecta a la funcion original. Ahora ya se
puede aplicar la identidad:

li + —sen(xz_yz)—wru 11=0[1]=0
(x,y)lit%ﬂ,[])(x }:]|: xz_yz :|_( )[ ]_ []_

Como ya se calcularon los limites de cada componente del campo vectorial,
entonces su limite en el origen resulta ser:

x2 sen(x? — yz)) — (0,0)

lim ,
(xly)*(ﬂ-ﬂ)( [x2 + 3?2 xX—y
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PARTE 3. DERIVADAS DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

17) Dada z = x?y — y?, donde x = sen(t), y = €', calcular la derivada de zeta respecto
atecuandot=0.

Resolucion:
Existen tres formas de determinar la derivada de zeta respecto a te:
a) Por sustitucion directa (composicion de funciones):
Se sustituye x = sen(t), y = €', en la funcién z = f(x,y):
z = (sen(t))’ (") — (e)?
z = efsen®(t) — e?t

La funcion resultante solo depende de t, por lo que se puede derivar directamente:

d
d—: = et[2sen(t)cos(t)] + efsen?(t) — 2e?t

b) Mediante la Regla de la Cadena:

La Regla de la Cadena del Calculo Vectorial es el producto de las matrices
jacobianas de las funciones que conforman la composicion:

D (z o (x(6), y(1)) = Dzl y0 D(x(8), ¥(D))
-_— >
Notese que la multiplicacion de las jacobianas es en el orden en que se escribe la
composicion.

La funcion principal z(x,y) es una funcion escalar cuya estructura es: z: R? = R; el
tamano de su matriz jacobiana resulta ser de 1x2, pues se le predice como:

Sl

_(32 0z
=52 3_y

Entonces:
) =@y -2

1x2

Y se le evalua en (x,y) dependientes de la variable t:

Dz| (6 y0) = (2(sen(t)](e‘) (sen(tj)z - Z(Et)) = (2efsen(t) sen®(t) — 2ebH)
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En el caso de (x.y), constituyen una funcion vectorial de variable escalar cuya
estructura es: (x,y): R — RZ. De igual manera que la funcién anterior, el tamano de
Su matriz jacobiana resulta ser de 2x1, ya que:

SERC

dx

D(x(D), (1) = 3; =(mjft))

dt/ 54

Entonces:

Finalmente, se efectua la multiplicacion de las matrices jacobianas:

D (z o (x(t), y(t))) = (2etsen(t) sen2(t) — 2et) (Cﬂzt(t))

— 9t 208) _ Dptypl — %
2etsen(t)cos(t) + (sen“(t) — 2e%)e T

Este resultado es el mismo que el obtenido por el método anterior.
¢) Mediante Trayectorias (en la estructura de la composicion):

Se construye un diagrama donde se represente la dependencia de z con las demas
variables:

Z

Como la derivada de z es respecto a t, las trayectorias a seguir para el calculo de la
derivada son:
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.13 2z
oX oy
X y
dx dy
dt dt
t t

Lo cual se expresa algebraicamente como:
dz 09z dx + dz dy
dt dxdt dydt

Notese que las derivadas de x y de y son ordinarias porque solo dependen de una
unica variable: t. Lo mismo pasa con la derivada compuesta de zeta, pues al final
se esta derivando con respecto a la variable independiente unica t.

Desarrollando cada una de las derivadas:

% = (2xy)(cos(t)) + (x? — 2y)(eH)

Se obtiene un resultado con variables mezcladas, y como en realidad se esta
derivando una composicion y la variable independiente final de esta composicion
debe ser t, deben sustituirse x = sen(t), y = et

% = (2sen(t)e")(cos(t)) + (sen?(t) — 2e")(e")

Este resultado es el mismo que el generado por los métodos anteriores:

d—: = 2etsen(t)cos(t) + etsen?(t) — 2e?t

Finalmente, el problema solicita la evaluacion de la derivada cuando t = O:

dz

i 2e%sen(0)cos(0) + e®sen?(0) — 2¢2®
t=0

= 2(1)(0)(1) + (1)(0)2—2(1) =0+0-2
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Por lo tanto:
dz _

Et=[) a

18) Dadas las funciones z = f(x,y) y G(u,v) = (u+v, u—v ), para la composicion z-G
probar que:

0%z _ 9%z 9%z

Judv dx2 ay?
Resolucion:
Para la composicion, la funcion G debe darle a la funcion z = f(x,y) un vector (x,y):

X y
G, v)=(u+v,u—wv)

Pero como en la funcion z = f(x,y) se desconoce la operacion matematica que
transforma al vector (x,y) en z, no se puede entonces realizar la composicion, es

decir, la sustitucion de G en f. Por lo tanto, de los tres métodos para calcular la
derivada de la composicion, sélo se puede emplear el método de las trayectorias:

x/Z\y
/A

9%z B d sdz
Eﬁuav_au( )

Recuérdese que:

Jv

Entonces, para obtener la segunda derivada de zeta respecto de v primero y luego
respecto a u, se debe calcular por trayectorias la primera derivada respecto a v:
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dz 0zdx 0zdy
v 6xav+6y6v

Z-Bo+(E)ey

v \dx
dz _ 0z 0z
dv  dx ady

Notese que quedan indicadas las derivadas de zeta respecto a equis y a ye porque
se desconoce la forma de la funcion. Sin embargo, si se conocieran estas derivadas,
seguro dependen de equis y de ye, por lo que la estructura para plantear el célculo
de la segunda derivada es:

x/g:\}’
AN

La segunda derivada respecto a u se calcula como:
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9%z _d(x)ox oz ay

dudv  dx du Ay du

En este desarrollo se sustituye directamente la derivada de z respecto a v, y se
calculan las otras derivadas:

az @ oz 2
e _9E)  EE)
dudv  Ox dy
donde:
0(222) o (aZ) d (52) 0%z 9%z
dx  dx\ax/ adx\dy/ oax2 axdy
a(g;‘g—;) 0 (32) 0 (52)_ 9%z 9%z
dy  dy\ax) ay\ay/ ayox ay?
Entonces:

d%z 3 a (%'g—;) + ad (g—;'g—;) _6_22 B d%z N 0%z B d%z
dudv ~ ox dy  0x2 dxdy dydx 0y?

De acuerdo con el Teorema de Clairaut, si la funcion z = f(x,y) es continua:

9%z 9%z

dxdy dydx

Por lo tanto:
9%z 9%z 9%z d%z 9%z

dudv  oxZ dxdy + dxdy B dy?
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9%z 9%z 0%z

dudv axz dy?

Y con esto se demuestra el enunciado del problema.

19) Desarrollar la diferencial total de f(x,y) = 2xsen(y) — 3x2y2.

Resolucion:

La funcion es escalar de variable vectorial: f(x, y): R? = R, y como su dominio esta
en R?, se pueden calcular dos derivadas parciales, por lo que la diferencial total

posee dos términos:

af of
df =—dx +—d
f dx x+ay y

Calculando las derivadas parciales:
df = (2sen(y) — 6xy?)dx + (2xcos(y) — 6x%y)dy

Notese que las diferenciales dx y dy solo quedan expresadas, no se les calcula.

20) Dada la funcion F(x,y,z):(x3eﬁ’3,z'1sen(x2y3)), desarrollar la matriz
jacobiana.

Resolucion:

Como la funcién F(x,y,z): R3 - R?, el tamano de la matriz jacobiana se predice

comao:

Entonces la jacobiana queda de tamano 2x3. Ademas, conviene simbolizar cada
componente de la funcion como:
F1 F2

F(x,y,z) = (x3e3’3.z'1sen(x2y3))

La construccion de la matriz jacobiana se efectua derivando cada componente de
la funcion vectorial respecto a cada variable independiente:
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aF, |oF, | dF,

F,—={ 1| L

dx | dy|) 0z

DF = an a 2 6F2
F2 \3x 37 %z

x y z

Como se muestra, se construye por coordenadas para quedar de la siguiente forma:

aF, oF, aF,
| 9x dy oz
PE=1ar, ar, or,
9x dy o0z

2x3

Calculando cada una de las derivadas parciales:

DF = ( 3x2eY’ 3x3yZey’ 0
2xy3z tcos(x?y?) 3x2y?z lcos(x?y?) —z"Zsen(x?y?)

21) Obtener el gradiente de f(x,y,z) = 3x?yz + 5xz + 6, en el punto (1,-2,—1).
Resolucidn:
Como la funcién f(x,y,z): R* - R tiene dominio R3?, entonces el gradiente tiene tres
componentes:
af of af
Vf=|—,—,—) eR3
f (ax dy az)
Entonces:
Vf = (6xyz + 5z,3x%z,3x%y + 5x)
Finalmente se evalua el gradiente en el punto indicado por el problema:

VF(1,-2,-1) = (6(1)(-2)(-1) + 5(—1),3(1)%(-1),3(1)?(-2) + 5(1))

Vf(1,-2,-1)=(12-5,-3,-6+5) =(7,-3,-1)

22) Hallar el plano tangente a la funcién z2 — 2x? — 2y? — 12 = 0 en el punto (1,-1,4).
Resolucion:
La funcion depende de las variables x,y,z:

f(x,y,2) = 2> = 2x* = 2y* = 12
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y al estar igualada a cero, entonces corresponde a una superficie de nivel. El
gradiente de esta funcion es ortogonal a la superficie, por lo que corresponde al
vector normal del plano tangente:

_(9f of of

= (L2 D) = (—4x,—ay,2
f (ax'ay 62) (—4x,—4y,22)

Evaluando el gradiente en el punto de tangencia (1,-1,4):
N =Vf(1,-1,4) = (—-4(1),—4(-1),2(4))
N =(-448)
Finalmente, la ecuacion cartesiana del plano es:
N-P=N-P,
(-448) - (x,y,2) =(-448)-(1,-1,4)
—4x+4y+8z=—-4—-4+32
—4x + 4y + 8z = 24

Como todos los coeficientes son multiplos de cuatro, se simplifican:

(—4x + 4y + 82 = 24)(5)

—x+y+2z=6
23) Obtener la ecuacion del plano tangente a la grafica de la funcion z = 8 — x* — y?
en el punto (1,2).
Resolucion:

La funcion es una superficie tridimensional, pero si se calcula su gradiente, éste se
encuentra en el dominio de la funcion: en el plano xy:

flx,y) =8—x*-y?
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Superficie tridimensional:
fxy) =8-x*-y?

Punto de Tangencia
ubicado en (x,y) =(1,2)

S

WR751,2)

Gradiente de f en el punto (1,2)

En el dominio de la funcion f(x,y): R?:

Gradiente de f en el punto (1,2):

Para que el gradiente sea ortogonal a la superficie, ésta debe ser una superficie de
nivel de una funcion con dominio R?, lo cual se logra igualando a cero la funcion
original al restarle z:
z=8—x%—y?
8—x2—-y2-2z=0
Entonces la nueva funcion es:
g(x,y,2)=8—x*-y? -z

Su gradiente es el vector tridimensional:
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Vg(x,y,2) = (—2x,-2y,-1)

Z

Superficie de Nivel:
g(xy,2)=8-x-y?~-2z=0

Gradiente de g en el punto (1,2,3):
Vs(1,2,3)

Punto de Tangencia
ubicado en (x,y,z) =(1,2,3)

El punto de la superficie por donde pasa el plano tangente es su punto pivote:

(x,y,2) = (1,2,f(1,2))
(xy2)=128-(1)%*-(2)%

(x,y,2) = (1,28 —5) = (1,2,3) = P,

El vector normal a la superficie en este punto es el gradiente de la superficie de nivel

g(x.y.z) = 0:
N =Vg(1,2,3) = (-2(1),-2(2),-1)

N = (-2,—4,-1)
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Plano Tangente a la
Superficie de Nivel:
gx.¥,z)=8=x2=y?=z=0
en el punto (1,2,3)

Vector Normal del Plano:

N=Vg(1,2,3)

Finalmente, la ecuacion cartesiana del plano se obtiene como:
N-P=N-P,
(=2,-4,-1) - (x,y,2) = (-2,—4,-1) - (1,2,3)
—2x—4y—-z=-2-8-3

—2x—4y—z=-13

Se recomienda que la ecuacion del plano posea coeficientes enteros lo mas
simplificados posibles, y de preferencia que el coeficiente principal (el de la equis, o

el primero que aparezca) sea positivo:
(—2x—4y—z=-13)(—-1)

2x+4y4+2z=13

24) Obtener la ecuacion de la recta normal a la superficie v/x + ﬁ +Vz=4,enel

punto (4,1,1).

Resolucion:

Toda recta necesita dos elementos constructivos: un punto pivote y un vector
director. El punto pivote es (4,1,1) dado que es el unico punto conocido, el cual

pertenece a la superficie a la cual esta recta debe ser normal:

Fn=(4,1,1)CS:xE+V/§+\E=4
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f(x,y,2)=4

i,y
»121)

En cuanto al vector director, debe ser ortogonal a la superficie; el unico vector que
puede serlo es el vector gradiente, pero la superficie debe ser una superficie de nivel
de una funcion escalar con dominio R*:

fx,y,2)=Vx+. y+Vz=4

Como la superficie en efecto depende de x, y, z, y ademds toma un valor constante
de 4, entonces si es una superficie de nivel. Entonces su gradiente es:

_(roron (11 1
vf_(ax'ay’az) = (2@'2\/}'2\5)

El vector normal a la superficie se obtiene evaluando el gradiente en el punto pivote:

vF(41,1) = (2\1/1 2\15- Ziq) - (z(lz)*z(ln'z(ll))

Entonces el vector director de la recta normal es:

A=Yf(411) = G%%)

42



f(x,y,z) = 4
G
A =Vf(4,1,1)
= y
»1,1)

La ecuacion vectorial de la recta normal es:

111
(x,y,2) = (41,1) + ¢t (Z'E'E)

y se puede compactar si se suman los vectores del lado derecho de la ecuacion:

(4 t { t 1 t)
(x.y.z)— +Z. +E, +E

25) La temperatura de un gas en cualquier punto (x,y,z) de un cierto espacio esta
dada por T(x,y,z) = x? + y2 + z2. Si una molécula del gas se desplaza siguiendo
la trayectoria helicoidal c(t) = ( cos(t) , sen(t) , t ), determinar la rapidez con que
varia la temperatura de dicha molécula a lo largo de la trayectoria.

Resolucion:

La rapidez con que cambia la funcion escalar de temperatura a lo largo de una
trayectoria es calculada mediante la derivada direccional a lo largo de una curva:

D,T=VT u
donde u es el vector que marca la direccion de célculo, en este caso corresponde a
la trayectoria. La direccion de una curva o trayectoria esta dada por su vector

tangente, el cual se calcula mediante la derivada de la funcion de la curva:

u=c'(t) = % = (—sen(t),cos(t), 1)
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El gradiente de la funcion temperatura es un vector de tres componentes porgue su
dominio es (x,y,z) € R?:

B (a:r aT EJT)
~\dx’ady’ az
VT = (2x,2y,2z2)
El gradiente debe evaluarse en el vector que describe la curva: c(t) = (x,y.z), pues
la derivada direccional a lo largo de una curva es en realidad la derivada de una
composicion de funciones:
VT | o) = (2cos(t), 2sen(t), 2t)
Se efectua el producto punto del gradiente y el vector director u para obtener la
derivada direccional:
D, T = (2cos(t), 2sen(t), 2t) - (—sen(t), cos(t), 1)
D, T = —2cos(t)sen(t) + 2sen(t)cos(t) + 2t

D,T =2t

26) Obtener la divergencia y el rotacional del campo F(x,y,z) = (3y,4z2,—6X).
Resolucion:

La funcién F(x,y,z) es un campo vectorial y pertenece al espacio R3, por lo que si
se puede determinar la divergencia y el rotacional:

Divergencia:
a a o ad a ad
V- F= (a.a,a) : (Sy, 4z, —6x) = E(?»y) +a—y(4z) +£(—6x)
V-F=04040=0
Rotacional: )
i k
a a a
VxF:(—,—,—)x(By,4z,—6x): 6 8 38
dx dy 0z dx dy 0Oz
3y 4z —6x

Es un producto cruz entre vectores; notese que en el segundo renglén del
determinante solo estan los operadores derivada, no son los resultados de las
derivadas. Realizando la expansion en cofactores con el primer renglon:
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[ d NE) d [ a d
VXxF=0i0-4)—j(—=6—0)+k(0—3) = —4i + 6] — 3k = (—4,6,—3)

En conclusion, el resultado de la divergencia es el escalar cero, y del rotacional es
el vector tridimensional (—4,6,-3).
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PARTE 4. INTEGRALES DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

27) Calcular [ ™" xydydx.

2x

Resolucion:

En una integral doble, primero se efectua la integral del centro:

2 ~3x+1 2 Ix+1
f f xydydx = f [xj vdy
1 J2x 1 2x

Notese que en esta integral central la variable es ye, y la equis es una constante de
manera similar a las derivadas parciales. La integral es directa porque corresponde
a la funcion potencia uno:

dx

27¥=3x+1

2 (3x+1 2[ y
f f xydydx:j [ — dx
1 Jax 1 2 y=2x

Luego se evalua el resultado de la integral central en los limites de integracion,
primero el superior y se le resta la sustitucion con el inferior; como se integro
respecto a ye, estos limites se sustituyen sodlo en la ye:

2 ~3x+1 2 3x-+—1 2 2x 2
J f xydydx=f [x( ) —x( )]dx
1 “2x 1 2 2

Conviene desarrollar las potencias para asi obtener un polinomio facil de integrar:

21 9x2 +6x + 1 4x2 2[9x3 4+ 6x2 +x  4x°
:f X —  — dx:j _—
1 1

——|dx

2 2 2 2

dx

25x3 + 6x% +x
| ==

Ahora se efectua la integral externa, la cual es con respecto a equis. Conviene sacar
de la integral el denominador constante y realizar la integracion de cada término, los
cuales corresponden a funciones potencia:

2

125x3+6x2+x
. 2 3 2

1 (2 [ x* x3 2277
dx:Ej (5x3+6x2+x)dx:—[51+6_+_
1 x=1

Finalmente se evalua el resultado de la integral en los limites de integracion, primero
se sustituye el superior y se le resta la sustitucion con el inferior:
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=—|5 @° +2(2)% + (2)2] (1)4 +2(1)3 +(1—)2]
4 2
[5—+2(8) IS +2(1)+2]
[516—1 oo TN _1[sas) L, 03
~2 A ) I
5(15) 4(14) 6] 1 137
_2[T+T+Z]_§[75+56+6] -

28) Calcular ffR xe¥*dA, donde R es la regién del primer cuadrante de R? acotada
por las curvas y = x2, y = 4.

Resolucion:

Primero se debe graficar la region de integracion R para poder definir los limites
de integracion:

t
-4 -3

=1+

De acuerdo con el Teorema de Fubini, se pueden plantear dos casos:

Caso 1: la primera integral se realiza respecto a x:
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y=t cx=\y
f f xe¥ dxdy

y=0 Jx=0

Caso 2: la primera integral se efectua respecto a y:

x=2 cy=4
f j xe¥ dydx
x=0 Jy=x2

Ambas integrales son iguales de acuerdo con Fubini:
2

1
y=4 ~x=\¥ 2 x=2 py=4 )
j f xe¥ dxdy = f f xe? dydx
y=0 Jx=0 x=0 Jy=x?2
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No se van a realizar las dos integrales dobles, s6lo la que mas convenga. En la
integral 1, la exponencial es una constante y sale de la integral, por esta razon es
la mas facil de hacer:

27%=VY
|,

y=4 rx=\y . 4 s NEY 4 . [x
f j xe¥ dxdy = f e” f xdxdy = f e’ |—
y=0 Jx=0 0 0 0 2
4 z 2 4 4
0 1
:J eyz @_Q dy:f e}'z [X_D]dy:_f eyzydy
0 2 0 2 2),

2
Esta ultima integral en ye es directa, solo se completa la diferencial:

x=0

1t 2 1 4 2 1 2q¥=4
= — y e — y y = — y
ZL e¥ ydy 2(2)_[0 e¥ 2ydy 4[3 ]y:Cl

— 2
u=y
“du:
fe o du = 2ydy

1 1 1
=@ =@ = 2[e" — e = 2 [e?* — 1]

29) Cambiar el orden de integracion de:

3 V25—-x2
fn f_ f(x,y)dydx
3

Resolucion:

Primero se debe graficar la region de integracion, considerando que la integral
central es respecto a ye y la externa respecto a equis:
x=3 y=v25-x2
| [ [ fevy|ax
x=0 y==
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De acuerdo con el Teorema de Fubini, se puede cambiar el orden de las variables
de integracion, pero cambiando también sus limites segun la gréafica de la region de
integracion. Si se comienza ahora integrando respecto a x, el limite inferior de
integracion es x = 0, pero el superior corresponde tanto a la recta inclinada como a

la porcion de circunferencia:
y=m y=b x=?
dx = f U f(x, y)dx] dy
y=a x=0

J::’ U ax f(x, y)dy

y=7
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Entonces, la region de integracion debe ser partida en dos porciones:

X=y/25-y?

Y mediante la propiedad de aditividad (suma de integrales) se plantea una integral
doble por cada porcion de la region de integracion:

f:: [ L :%yf(x. y)dx|dy + f yT[

x=7557
f fx, y)dx] dy

y= x=0

R, R,

Por lo tanto, seguin el Teorema de Fubini, el cambio de orden de integracion en
la integral original queda como:

f; J;ﬁf&,y)dydx = L4L¥f(X. y)dxdy + Jj J;Wf(x,y)dxdy

30) Calcular el volumen de un jarron cuyo radio estd dado por: r=2+sen(z), con
zel0,2n), donde r y z estan en cm.

Resolucion:

La region de integracion esta en R*:
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r=2+sen(z)

El volumen de la figura tridimensional se puede calcular mediante una integral triple

con funcion unitaria:
f(x’ W Z) =1

Como el radio del jarron depende de zeta, entonces conviene plantear la integral en
coordenadas cilindricas. Los limites de integracion de zeta son dato del problema,
pero los demas resultan ser:

Entonces la integral triple a calcular es:

r=2+s5en(z)

f=2m rz=2m
J]] 1dV =[ f f 1|r|drdzd8
R =0 z=0 =0
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donde |r| es el jacobiano de las coordenadas cilindricas. Recuérdese que se debe

anadir el jacobiano cuando se cambie una integral a otras coordenadas diferentes
a las rectangulares.

Continuando con el desarrollo de la integral:

2w 2w 2+sen(z) 2m 27 12 r=2+sen(z)
f f J’ rdrdzdf = f J [—] dzdf
o Jo Jo o Jo 12]._,

(2+ sen(z))z (0)2 Y
> - dzdf = EL fn [4 + 2sen(z) + sen®(z)]dzd@

j-Zfr IZH
0 0

La integral respecto a zeta se separa en una suma de integrales:

1 2w 2w 2 21
= —f 4f dz + ZJ’ sen(z)dz +J sen?(z)dz| dé
2 0 0 0 0

Las dos primeras integrales son directas, pero en la ultima se introduce la identidad:

1 — cos(2z)

2 p—
sen“(z) = >

y la integral resultante se descompone en dos dado que es una resta:

2T 210
= %f [[42 + 2(—603(2))]:? + %f (1 - cos(zz))dz] do
0 0

2m
- % f [4(21) — 2c0s(2m)] — [4(0) — 2¢0s(0)]dO
0

1 21 1 21 2m
+—f [—f dz — j cos(Zz)dz] do
2)y 2, 0

oy o u=2z
jws(u]du. du = 2dz

2 2H8 2(1 0-2(1)]do L sz _ L - 22)(2dz)|d6
—3 [ =200 - 102010 45 [ [z -3 [ Teosnaan)|

1 2w 1 2w 1 1 Z=2T
- EL (87 — 2 + 2]d8 +§J; [E (27 — 0] — [Esen(Zz)] ]de

z=0

53



S P S (1) — = sen()] | do
—?L +EL E[n]—[isen m) — 5 sen ]

8 oo 1 [T 1 1
27[915:3 +E'L [H—[E(U)—E(O)]]dg

8 12
:T[Zn—0]+5f [t —0]do

0

8 m (2" T
- — = 2 4, @=2m
= —-[2n] +2L d9 = 8r? + (615

= 8n? +g[2n—0] = 8r? +%[21r] = 82 + m? = 9n?

Por lo tanto, el volumen del jarron es 9n? unidades de volumen:

Volumen = fjj 1dV = 9?2 u3
R

donde u puede estar en cm, m, ft, in, etc.

31) Obtener el trabajo realizado por la fuerza: F = (x* — y*)i + 2xyj, para mover
una particula desde el punto (1,0) hasta el punto (2,2), a lo largo de la curva y =
x? —x.

Resolucion:
El trabajo se calcula mediante una integral de linea del campo de fuerza:

W:ff-df

C

El modo de calcular esta integral de linea es:

fﬁ-df: fﬁ(f(t))-f’(t)dt

[

Para desarrollar la integral, se van construyendo sus partes:

a) Parametrizacion de la curva:
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x=t
y=t2—t
F(t) = (t,t>—1t)
b) Vector tangente a la curva:

F(t) =%(t,t2 —t)= (%t,%(tz —t)) =(1,2t-1)

¢) Integrando:
7(t) = (:‘(. t2—1t)
F(F() = (2 = (2 = 0)?,2t(t* - 1))
F(F@)) -7 (t) = (2= (2 = t)?,2t(t? =) ) - (1,2t — 1)
F(r(t)) -7® =2 = (t2 = )2 + 2t(t2 — ) (2t — 1)
F(F(O))-7'(0) =t* = (t* =263 + tH) + 2t(2t* = 3t* + 1)
F(r)) -7 () =t* —t* + 263 —t* + 4t* —6¢® + 2¢7
F(7(t)) - 7'(t) = 3t* — 4¢* + 2¢?

d) Integral de linea:

Los limites de integracion se definen sobre la gréfica de la curva:

]I'\, ¥ f
\ 1 /
\, ! | y=x2-x
\ /
\\ il /
\ /
/
\ 27 (2,2)
\
\l... 1 .-
\\.
=2 -1 '—*ﬁ : 0) 2 El 4
-]

Y comox =t:
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x=t
2 1 —t"=11 i i s
-1
Entonces la integral es:
2 5 t‘l— t3 t=2
(Bt*—4t3 +2t)dt=|3——4—+2—
5 4 3| _
t=1
Y evaluando los limites de integracion:
5 t3 t=2
(3t‘* 413 4 2t*) dt = [3— —tt+2—
5 3]._,
2)° 2)3 1)° 1
3() oy s () [3() s ()
_332 1 ep14282
B 5 3
_g3 o, ,7 96D~ (15)* +10(7) _279—225+70 124

5 3 15 15 - 15

32) Calcular [, x*dx + xydy + dz, donde C es la trayectoria dada por c(f) = (t.12,1),
con te[0,1].

Resolucion:
Como la region de integracion C es una trayectoria, entonces es una integral de
linea, pero esta expresada en su forma diferencial; en esta forma, los términos que

acompanan a la diferencial son los componentes del campo vectorial a ser
integrado:
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F(x,y,2z) = (x%,xy,1)

Se puede efectuar la integral del campo vectorial sobre la curva C como se
acostumbra:

| b
f F-drzf F(r(®)) - r'(t)dt
c a

donde r(t) es la funcion de la trayectoria, que para este problema se llama c(t), y r'(t)
es su vector tangente que marca la direccion de la trayectoria.

O bien, conviene desarrollar la integral en forma diferencial porque ya esta
planteada de esta manera:

J F-dr:f x?dx + xydy + dz
C C

Para una funcion de trayectoria:
Xyz
c(t) = (t,t%1)

De acuerdo con la definicion de diferencial, si la variable independiente de cada
componente de la curva es t:

dx :Edt
dy
d_}’—adt
dz =2 4
ST

Entonces la integral queda expresada como:

’d dy + dz = ddt dydt ddt
fcx x + xydy + Z_Lxdt +xydt +dt

Sustituyendo los componentes de la curva c(t):

2
j(r)z ) gt + (0)(t?) (” d;:)d

= J t2(1)dt + t3(2t)dt + (0)dt
c
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:J tidt + 2t*dt
[
Y los limites de integracion estan dados por el intervalo t € [0,1]:
1
= f t2dt + 2t*dt
]

Finalmente, se realiza la integral de cada término:
gt=1

1 t3 t
f t2dt + 2tt*dt = [— 42—
o 3 "5

t=0

Y se evalua en los limites de integracion, primero se sustituye el limite superior y
luego se le resta la sustitucion con el limite inferior:

[P @7 [©F o
- (G 2-[F 42 5

el

5+6 11

35T TS

33) Determinar el trabajo realizado por el campo de fuerzas F = ( 2z+x , y—z, X+Y )
para trasladar una particula a lo largo del perimetro del triangulo cuyos vértices
son (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1), si el movimiento es en este orden.

Resolucion:

El trabajo realizado por un campo vectorial se calcula mediante la integral de linea:

b
w :L F-dr:LF(r{t))-r’(t)dt

donde r(t) es la funcién de la trayectoria, y r'(t) es su vector tangente.

Primero se debe parametrizar la trayectoria:
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(1,0,0)

X

Como esta formada por tres rectas, conviene realizar la integral en cada una de
ellas y emplear la propiedad de aditividad:

f F-drzf F‘dr+j F‘dr+J’ F-dr
C C1 c2 3

Asi se facilita la parametrizacion de cada parte de la trayectoria:

C1: La parametrizacion de una recta se efectua mediante la obtencion de su
ecuacion vectorial, por lo que se necesitan dos elementos: el punto pivote y el
vector director:

r

C1

A= (031 ,0)— (1 3030)
X P0=(1 ,0,0)

Py = (1,0,0)

Po
A= (0,1,0) - (1:(}:0) = (_1:]10)

La ecuacion vectorial de la recta es:
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P= P[) + tA
(x,v,2) = (1,0,0) + t(—1,1,0)

La cual se puede reescribir efectuando la suma de los vectores del lado derecho,
y esto genera la funcion vectorial de variable escalar que describe a la

trayectoria:
r(t) =(1-t,t,0)
C2: De forma similar a la recta anterior:

Z

A= (0:0!1)_ (091 90)

Py = (0,1,0)

Pa
A=1(0,01)-(0,1,0) = (0,-1,1)

(x,y,2z) = (0,1,0) + t(0,—1,1)
r(t) = (0,1 —1t,t)

C3: De forma similar a las rectas anteriores:
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P,=(0,0,1)

C3

A=(1,0,0)-(0,0,1)

Py =1(0,0,1)

Po
A=1(1,0,0)-1(001) =(1,0,-1)

P=Py+tA
(x,y,2) =(0,0,1) + t(1,0,—-1)
r(t) =(t,0,1—1t)
Luego se plantea y se desarrolla cada integral de linea:

C1: Primero se obtiene el vector tangente a la curva, el cual es la derivada de r(t):
d
r()=70-4t0=(-110)

Luego se desarrolla el integrando, iniciando con la composicion del campo vectorial
con la ecuacion de la trayectoria:

Fx,v,z2) = 2z+x,y—2z,x+Yy)

X yz
r(t) =(1-tt,0)

Fir)=(20)+ 1 -0, )= (0),A-0+ () =1-¢tt1)

El integrando es el producto punto de esta composicion de funciones por el vector
tangente de la curva:

F(r(®) r"®)=0-tt1)-(-1,1,00=(-1+t) + () + (0) = -1+ 2t
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Finalmente se efectua la integral, cuyos limites de integracion son:

Limite inferior: corresponde a la posicion del punto pivote en la recta C1, el cual esta
ent =0 (por esta razon el punto pivote Po tiene subindice cero).

Limite superior. esta posicionado exactamente donde termina el vector director A
de la recta; el parametro t de la recta solo cambia el tamano de A, por lo que en su
punto final sélo cabe una vez el vector A, es decir, t debe valer uno.

Entonces, la integral queda como:

f F-drzj F(r(t))-r'(t)dtzj (=14 2t)dt
1 0 0

Efectuando la integral:
1 1 1 z7t=1
f (—1+2t)dt:—j dt+2] tdtZ[—t-l-Z—
0 0 0 2 t=0
Evaluando el resultado en los limites de integracion:
=[—t+ 155 = [-(D + (D] = [-(0) + (0] =[-1+1] - [0]=0-0=0

C2: Vector tangente a la curva:
d
ri(t) = E (011 - t: t) = (Ua _1J1)

Integrando:
Flx,y,2) =Q2z+x,y—z,x+y)

X y z
r(t) =(0,1—¢t,t)

Fir) =2 +(0),1-6) = (), (0 +(1-0) =(2t,1 - 2t,1—t)
Fr@®) r'(©=@t,1-261-1)-(0,-1,1) = (0)+ (-1+20)+ (1 —t) =t

Integral de linea: sus limites de integracion son obtenidos de forma similar a la
integral sobre la curva C1:

f F-dr= le(r(t)) ' (t)dt = Jltdt
c2 0 0
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W] [ _1_,_1
2]_[2]_5_ 2

L

C3: Vector tangente a la curva:

r'(t) = % (t,0,1—1t)=(1,0,-1)

Integrando:
Flx,y,2) = 2z4+x,y—2z,x+ V)

Xy z
r(t) =(t,01-1t)

Fr®))=020-0+®,0-1-0,(0)+(0)=2—-t,—-1+¢1)
Fr@®) r"®=Q—-t-1+0-(1,0,-D=2-D+ (0 +(-)=2-2¢

Integral de linea: sus limites de integracion son obtenidos de forma similar a la
integral sobre las curvas C1y C2:

1 1
J'F@r=fpﬁanqqgm=jf2—mmt
c2 ] ]

2qt=1

1 1 t
zzf dt—zf tdt:[Zt—Z—
0 0 2

= [2t — £2)iZh = [2() — (D] - [2(0) — (0)*] =2 -1-0=1

t=0

Por ultimo, se aplica la propiedad de aditividad para obtener el valor total de la
integral de linea:

1 3
J’F'dr:f F-dr+j F-dr+f F-dr:[0]+[—]+[1]:—
C c1 c2 Cc3 2 2

El trabajo realizado por el campo de fuerzas F a lo largo de la curva es tres medios.
Un ultimo comentario sobre esta integral, como la trayectoria es una curva cerrada,
y como la integral se calculo en sentido contrario a las manecillas del reloj (sentido

antihorario), al simbolo de integral se le agrega un circulo:

W=¢F-d _3
_§ r=3
c
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Esto no cambia en nada el procedimiento de calculo ni el resultado obtenido, solo
indica que la integral se realiz6 a lo largo de una curva cerrada.

34) Calcular la integral del campo vectorial F(x,y,z) = (x?y,xy?,z) sobre la superficie
del plano x+y+z=1, con xg[0,1], y £[0,1], z £[0,1].
Resolucion:

Se trata de una integral de superficie de un campo vectorial:

ﬂF do = ﬂ Fr(u,v)) - (n, x 1,)dudv

Primero se parametriza la superficie, es decir, se transforma su ecuacion escalar
en una ecuacion vectorial para poderla describir punto a punto:

x+y+z=1

Para ello se puede proponer lo siguiente, despejar zeta para obtener una funcion
dependiente de equis y de ye:

z=1l—-x—-y

y de esta forma las variables independientes serian los parametros:

Sustituyendo estos parametros en zeta:
z=1l—-u—-v

Con equis, ye y zeta se construye una funcion vectorial que describe cada punto de
la superficie:

64



x& 1

Luego se obtiene el vector normal a la superficie, el cual consiste en el producto
cruz de las derivadas parciales de r(u,v) respecto a cada una de sus variables
independientes u y v:

:a_r:(a i i(l—u—v)):(l,().—l)

Ju au au
ar d d 6
™ (av Frid ( U v)) 01-1)

El producto cruz se recomienda realizarlo mediante expansion en cofactores y
menores con el primer renglon:
+ - 4+
P E
1 0 -
01

S |0 —1

- |u :ﬂ”;lé

=(0+Di-(-14+0)j+(1-0k=i4+j+k=(111)
Ahora se desarrolla el integrando de la integral de superficie, donde primero se
efectua la sustitucion (composicion) del campo vectorial F con la funcion de
superficie r(u,v):

F(x,y,z) = (x*y,xy? z)

Xy z
r(u,v) =(w,v,1—u—71v)

F(r(u, v)) = (W), W31 -u—v)=W?>r,uv31—-u—-1v)
y después se realiza el producto punto con el vector normal:

Fr(w,v)) - (n,xn,) = @vuv?1-u-v)- (L1, =v?v+uw?+1—-u—v
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Finalmente se plantea la integral de superficie, como u corresponde a equisy v a
ye, entonces la region de integracion en el plano uv es:

>X=U

Si la integral comienza respecto a u, entonces los limites de integracion son:

=0 =0

v=1 ru=1-v
ﬂ F(r(w,v)) - (r, X r,)dudv = j J’ (v +uv?+1—u—v)dudv
R v 11

La integral central se descompone en varias integrales pues el integrando esta
conformado por sumas y restas:

=1 u=1-v u=1=-v u=1-v u=1=-v Uu=1-v
J’ [vf uzdu+vzf udu+j du—f udu—vf du
v=0 u=0 u=>0 u=0 u=0o u=0

Todas las integrales en u son directas:

dv

u=1-wv

dv

1 u3 uZ u2
=f0 [v?+v27+u—7—vu

u=0
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Se evaluan en los limites de integracion, primero se sustituye el limite superior y se
le resta la sustitucion con el limite inferior:

1 A3 A2 — 2
:f [v{:l v) +v2(1 v) +(1—v)—u—v(1—v)]dv
S 3 2 2

0

1 3 2 2
—f [v%-ﬁ-vzﬂ —T—v(ﬂ)]dv
0

Se desarrollan los binomios elevados al cuadrado y al cubo, y se efectuan las
multiplicaciones indicadas:

M 1-3v+3v2—v® _1-2v+v° 1—2v+v? 5
= v +P—— 1l - — = (v — v |dv
. 3 2 2
Ty —3v%2 +3v3 —v* v?2—20% 4+ 0% 1—2v+v? ,
= + +1—pv——m7m/— ——— — v+ v?|dv
, 3 p 2

Y se agrupan los términos semejantes para simplificar el integrando final:

B 1[( 1 1) 4+(3 2) 3+( 3 1 1+1)2 (1 ) 2 1)
—fﬂ A7 AR C ) A W R A R A R A

(-

[ [0 (Goe (o

Se separa en varias integrales y se calculan, afortunadamente todas las integrales

son directas:
1 (! 2t 1!
=— Yy —— d —fd
6Jﬂv v 3Lv v+2 ; i

[11)5 2v2 1 r:] vs  p? v]vzl

65 372 "2V

o 1303 2]

Por ultimo, se evaluan en los limites de integracion:

5 2 5 2
:[(1) (D +(ZLJI_[(U) (0) +(21J]

30 3

30 3
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_[1 1+1] o l-10+15 6 1
130 372] "7 30 30 5

A este resultado también se llega si a la integral doble resultante de la integral de
superficie se le aplica el Teorema de Fubini, entonces la integral central seria
respecto a v:

y=v
N
N
INL‘I\\
o ;;
I &
- L o
Il
z‘x-u
v=0 .

r=1-u

u=1
J] F(r(u,v)) - (1, X n)dudv = j f W v+uv?+1—u—-v)dvdu
I u=0 v

=0

35) Calcular la integral del campo vectorial F(x,y,z) = (3y,4z,—6x) sobre la superficie
dada por o(r,0) = (rcos8,rsend,9-r?) con re[0,3] y 0¢[0,2x).

Resolucion:

Como la region de integracion es una superficie y la funcion es un campo vectorial,
entonces se trata de una integral de superficie vectorial:

F-do= || F(a(r,0)) " (o, % g4)drdd
ffrao-f

Primero se plantea la region de integracion, la cual es una superficie. Como ya
esta parametrizada:

a(r,8) = (rcos(0),rsen(0),9 —r?)

entonces se procede a obtener el vector normal a la superficie:
da
a, = 5 = (cos(8),sen(0),—2r)
T

da

5= (—rsen(6),rcos(6),0)

0g =
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i i k
o, Xog =| cos(9) sen(8) =2r
—rsen(@) rcos(8) 0

= -H(O + ZrZCOS(S)} —j(U - 2rzsen(9)) + E(rcosz(ﬂ) + rsen? (9))
= (2r2cos(0))i — (—2r?sen(0))j + (r(casz(ﬂ) + senz(ﬂ))) k

= (2r%cos(0))i + (2r2sen(9))j + (r)k

Entonces, el vector normal expresado como una terna ordenada de numeros (sin
los vectores unitarios) es:

g, X 0g = (2r2cos(8), 2r’sen(6),1)

Luego se desarrolla el integrando, primero se sustituye la funcion que describe a
la superficie en el campo vectorial a integrar:

F(x-y; Z) = (33’: 42- _6x)

X y z
a(r,0) = (rcos(8),rsen(8),9 — r?)

F(o(r,8)) = (3rsen(8),4(9 — r?), —6rcos(8))
y después se realiza el producto punto con el vector normal:
F(o(r,8)) - (o, x 05) = (3rsen(8),4(9 — r2),—6rcos(8)) - (2rcos(8), 2risen(d),r)
= 6risen(8)cos(0) + 8(9 — r?)risen(8) — 6ricos(6)
= 6r3sen(0)cos(0) + 72risen(8) — 8rtsen(8) — 612cos(8)

Finalmente, se efectua la integral; el enunciado del problema ya menciona los
limites de integracion para cada variable:

r €[0,3] ,0 €[0,2m]
—U F.do = f n[ (6r*sen(@)cos(8) + 72r*sen(8) — 8r*sen(0) — 6r*cos(8))drde
S 0 0

Conviene separar en varias integrales dado que son sumas y restas:
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2w 3 3 3
= f [6sen(9)cos(9)f ridr + 725371(9)[ ridr — 85en(9)f rtdr
[i] 1] 1] 0

3
— 6ms(9)j rzdr] do
0
2 ré y3 5 377=3
= f 63311(9)!;03(9)? + 725311(9)? — 8sen(#) T ﬁcos(EJ)? dag
0 r=0
2 4 3 5 3
= j [658?1(9)605(9)% + 72sen(0) % - 85911(9)% — 6cos(9) %] de
0
2w
— j [658?1(9)(‘05(9) O + 72sen(8) ©° — 8sen(0) ©°
. ) 3 5
3
— 6cos(@) (G;) ]dG

n 81 27 243 27
= f [ﬁsen(@)ms(ﬁ')I + 725911(9)? - 85911(-9)? — bcos(8) ?] de —0
0

2m

81 27 m 243
= J’ GTsen(S)cas(G) dd + f 72—sen(8)do — f STsen(Q)dS
0 0

0 3
2m 27
- f 6—cos(0)do
o 3
3(81) 2@ 2m 8(243) 2"
= Tf sen(0)cos(8)do + 24(27)f sen(8)df — G f sen(0)d8
0 0 0

2m
—227) f cos(8)do
0
Todas las integrales son directas, y en la primera se hace un cambio de variable
simple:

- a=2m
_ms f sen’ (6 (cos(68)d0) + |648(~cos(8)) - = (~cos(@)) - Sasen(6)|
> i 5 6=0

na. . u=sen(8)
fu du: du = cos(0)d8

243 sen?(6 1944 o=2m
== 2( ) — 648cos(0) + cos(0) — 545911(6‘)]
6=0
243 1296 f=2m
= Tsenz(Q) - cos(0) — 543311(9)]
9=0
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Se evalua en los limites de integracion de la ultima integral:

243 96
= |7 sen 2mr) — cos{Zn)—54sen{2n)]
1296
- [Tsenz(O) - cos(0) — 543911(0)]
243 1296 243 1296
=[5 @ -2 ) - 5400)| - [ 0 - = @ - 5400
1296 1296
-5 75

36) Calcular el flujo del campo vectorial F = ( 4x, y, 4z ) que pasa a través de la
superficie de la esfera x? + y? + z2 = 4.

Resolucion:

El flujo de un campo vectorial a través de una superficie tridimensional se calcula
mediante la integral de superficie:

- JS‘J‘ F.do= i] F(r(u,v)) - (r, % r,)dudv

donde r(u,v) es la funcion vectorial que describe punto a punto a la superficie, y su
vector normal en cada punto esta dado por el producto cruz de sus derivadas
parciales:

ar ar

Ty X1, = 5— X =
W5 gut av

De acuerdo con la formula de la integral, primero se debe obtener la funcion r(u,v)
mediante la parametrizacion de la superficie; como es una esfera, su
parametrizacion se realiza auxiliandose de las coordenadas esféricas:

x = psen(¢)cos(8)
y = psen(¢)sen(0)
z = pcos ()

El radio de la esfera p es siempre constante, por lo que las variables ¢ y 0 son las
que se proponen como los parametros:

¢
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Entonces:
x = psen(u)cos(v)
y = psen(u)sen(v)
z = peos(u)

y esto conforma un vector el cual describe puntualmente a la superficie:
X y z
r(u,v) = (psen(u)cos(v). psen(u)sen(v),pcos(u))

Luego se obtiene el vector normal a la superficie:

dr
Ry=o—= (pcos(u)cos(v), pcos(u)sen(v), —psen(u))

or _ (—psen(u)sen(v), psen(u)cos(v),0)

"= 5

y se efectua el producto cruz, desarrollando la expansion en cofactores del primer
renglon del determinante:

+ - +
i i k
X1, =| pcos(u)cos(v) pcos(u)sen(v) —psen(u)
—psen(u)sen(v) psen(u)cos(v) 0
_ .|pcos(u)sen(v) —psen(u)|_, peos(u)cos(v) —psen(u)‘
N psen(u)cos(v) 0 J —psen(u)sen(v) 0

pcos(uw)cos(v)  pecos(u)sen(v)
—psen(u)sen(v) psen(u)cos(v)

=10 — (—p2sen®(u)cos(v))| +j [— (O - (pzsenz(u)sen(v)))]
+ k[p?sen(u)cos(w)cos?(v) — (—p2sen(u)cos(w)sen?(v))|

= i[p?sen®(u)cos(v)] + j[p?sen?(u)sen(v)]
+ k[p?sen(u)cos(u)cos?(v) + p2sen(u)cos(u)sen?(v)]

= i[p?sen?(uw)cos(v)] + j[p?sen?(u)sen(v)]
+ k[p2sen(u)cos(u)(cos?(v) + sen?(v))]

= [pZsen?(u)cos(v)]i + [p2sen?(w)sen(v)]] + [p?sen(u)cos(u)]k
= (p?sen?(u)cos(v), p?sen?(u)sen(v), p>sen(u)cos(u))
Como el radio de la esfera x? + y2 + z2 =4 esp=2:
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T, X1, = (4sen2(u)cos(v),4sen2(u)sen(v),4sen(u)cos(u))

A continuacion se construye el integrando, comenzando con la composicion del
campo vectorial F con la funcion de la superficie r(u,v):

F(x,y,z) = (4x,y,42)

X y z
r(u,v) = (2sen(u)cos(v), 2sen(u)sen(v), 2cos(u))

F(r(u, v)) = (4(259n(u}cos(v)), 2sen(u)sen(v), 4(2605(1;)))
y luego se le hace producto punto con el vector normal a la superficie:
F(r(u,v)) (ryxn)=

= (4(Zsen(u)cas(v)]. 2sen(u)sen(v), 4(2cos(u)))
- (4sen?(u)cos(v), 4sen? (u)sen(v), 4sen(u)cos(u))

= 32sen®(u)cos?(v) + 8sen®(u)sen?(v) + 32sen(u)cos?(u)
Conviene simplificar lo mas posible esta funcion porque se va a integrar:
= 24sen®(u)cos?(v) + 8sen®(u)cos?(v) + 8sen®(u)sen?(v) + 32sen(u)cos?(u)
= 24sen®(u)cos?(v) + 8sen®(w)(cos? (v) + sen®(v)) + 32sen(u)cos?(u)
= 24sen®(u)cos?(v) + 8sen?(u) + 32sen(u)cos?(u)
Ahora viene la integral de superficie, pero primero se establecen los limites de

integracion, los cuales corresponden a las partes de la superficie. Se trata de una
esfera de radio 2:
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Como los parametros variables u y v son los angulos ¢ y 6 respectivamente, y como
el angulo ¢ va del polo norte al polo sur de la esfera:

0<u<nm
En cambio, el angulo 6 recorre todo el ecuador de la esfera, dandole toda la vuelta:
0<v<2rm

Entonces la integral queda planteada como:

21 T
ﬂ F-do= f j (24sen®(w)cos?(v) + 8sen®(u) + 32sen(u)cos?(u))dudv
g 0 0

Efectuando cada parte de esta integral:

21T T o ™
= f [24cosz(v)j sen®(u)du + 8[ sen®(uw)du + 32] sen(u)cos®(u)du|dv
1] 0 0 1]

1 2 3
Lo que viene a continuacion es la aplicacion de técnicas de integracion; en las
primeras dos integrales (1 y 2) hay un seno elevado a una potencia non, entonces
se descompone el seno cubico para poder introducir la identidad de Pitagoras:

sen?(u) + cos?(u) =1 — sen*(u) =1 — cos?(w)

jnseng(u)du = fﬂsenz(u)sen(u)du = fﬂ(l — cos?(u))sen(w)du
) 0 0
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™

= fﬁsen(u)du —f cos?(w)sen(u)du
0

1]

Las integrales resultantes son directas, la primera cumple con la férmula del seno,
y la segunda corresponde a la funcion potencia con base en el coseno, pues su
derivada es menos seno:

= [—cos(W)] =5 jﬁmsz(u)(—sen(u)du)
0

—_— w = cos(u)
J-W dw: dw = —sen(u)du

3 U=m
= [—cos(u)]“=T + [6053(”)]
u=0

3 3

= {[—cos(7)] — [—cos(0)]} + {0033(?ﬂ B 0033(0)}

(-D* (@ 11
={[—(—1J1—[—1]}+{ - ]=1+1—§—§=

4
3

La ultima integral original en u (la 3), también corresponde a la funcion potencia:

T

fﬁsen(u)cosz(u)du:j cos?(u)(—sen(u)du)
0

0

o w = cos(u)
JW dw: dw = —sen(u)du

3 3 3 3 3

_ [.cos;3(i,¢)]u=;IT 3 cos®(m) cos3(0) (=1 (1)3 2
= g = — - _ - _
u=0

Sustituyendo estos resultados en la integral original:
1 2 3

2 4 4 2
ﬂ F-do= f [24(.‘052(1))— + 8=+ 32 (——)] dv
| . 37°3 3

2 32
= f [326052 (v) — —] dv
o 3

Finalmente se desarrolla la integral en v:
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j [326052(1?) - —] dv =32 f cos*(v)dv ——f dv
0 3 0 3 0

En la primera integral hay un coseno cuadrado, como su potencia es par, entonces
se aplica la identidad trigonométrica:

1+ cos(2v)

2 —
cos“(v) = 5

Con esta identidad se reduce la potencia del coseno para obtener una integral mas
facil:

2m 32 (% ™1 + cos(2v 32
32] cosz(v)dv——J dv = 32] ¥dv——[v]3§ﬁ”
0 3 /), 0 2 3

32 2m 2’ 32
=—[ dv+j cos(Zv)dv] ——|2m - 0]
2 ), 0 3

o ) w=2v
jws(w)dw. dw = 2dv

32 3 2 32
— 77, v=2n - _-
== [v]bZ5 +_2(2j | cos(2v)2dv 3 [27]
32 32
- ?[27{ -0] +T[sen(2v)]§§§” e
32 32 64
= ?[Zn] +T[sen(4n) — sen(0)] —3n
RO L PN S RN U
= T 4 - 3 m= 3 m—= 3 o= 3 s

El flujo del campo F a través de la superficie es:

P F-d 32
S
5

Un ultimo comentario sobre esta integral, como la esfera es una superficie cerrada,
al simbolo de integral se le agrega un circulo:
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Esto no cambia en nada el procedimiento de calculo ni el resultado obtenido, sélo
indica que la integral se realizo a sobre una superficie cerrada.

37) Calcular 5ﬁc —e*cos(2y)dx + 2e*sen(2y)dy, a lo largo de la circunferencia
X2+y2=4.

Resolucion:

Como la region de integracion es una circunferencia, la cual es una curva o
trayectoria, pero en Matematicas es considerada en general como una linea,
entonces se trata de un integral de linea. Esta integral esta expresada en forma
diferencial, y como posee dos términos, el campo vectorial a ser integrado esta
definido en R?. Como en toda integral, primero se plantea la region de integracion,
y como es una trayectoria se realiza su parametrizacion, que para una
circunferencia es via las coordenadas polares:

x = rcos(8)
y = rsen(8)

En la circunferencia, el radio es una constante:
rZ
x2+y2=4 — r=+4=2

Pero el angulo es variable, por lo que es definido como el parametro que permite
ubicar los puntos de la curva:

0=t
Entonces, la parametrizacion de la trayectoria es:

x = 2cos(t)
y = 2sen(t)

Y esto conforma una funcion vectorial de variable escalar:
X

y
c(t) = (2cos(t), 2sen(t))
Luego, se obtiene el vector tangente a la curva, es decir, su derivada:
c'(t) = (—2sen(t), 2cos(t))

dx dy
dt dt
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La funcion c(t) se sustituye en los términos de la expresion diferencial de la integral,
y el vector tangente en las diferenciales, pues por definicion:

d —(dx)dt
X = ?

y
d :(—)dt
Y=\t

De esta forma, ya se puede expresar el integrando en términos de la variable
principal de la region de integracion, que es t:

—e¥cos(2y)dx + 2e*sen(2y)dy
—e2005(B¢ps (2(259?1&))) (—2sen(t))dt + 2e*“**Psen (2(253n(t])) (2cos(t))dt

Finalmente, se determinan los limites de integracion, los cuales corresponden al
parametro t, que a su vez es el angulo; como la integral se debe calcular a lo largo
de toda la circunferencia, entonces:

t € [0,2m]

Y la integral resulta ser:

% Fidx + F,dy

[

2m
= f 2e2c05Wcos(4sen(t))sen(t)dt + 4e2°°sen(4sen(t))cos(t)dt
0

Desafortunadamente esta integral es muy complicada, entonces se debe optar por
otro método. Como la integral se efectua a lo largo de una trayectoria cerrada, la
cual encierra una region conexa simple (sin agujeros ni partes separadas), y como
la direccion de célculo es en sentido contrario a las manecillas del reloj, entonces
se cumplen las condiciones del Teorema de Green:

aF, dF
§ Fidx + Fody = J] (———) dxdy
R

[

La integral se va a efectuar como integral doble sobre el circulo, la parte encerrada
por la circunferencia (el exterior del circulo):
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Se desarrolla el integrando de la integral doble:
F1 F2

f —e*cos(2y)dx + 2e*sen(2y)dy

[

dF, azx ) ) ) d X ¥ 2
Frinrr e*sen(2y) = 2sen( y)ae = 2e*sen(2y)

P _ 2 (cercos(2y)) = —e*~=cos(2y) = 2e¥sen(2y)
3y~ y e*cos(2y)) = eaycos(y— e*sen(2y

Por lo tanto:

O IR pexsen(2y) — 2exsen(2y) = 0
i E— e*sen(2y) e*sen(2y) =

Entonces, la integral doble queda como:

j Odxdy =0
R

Este resultado corresponde a la integral de linea original:

fﬁ —e*cos(2y)dx + 2e*sen(2y)dy = ﬂ- O0dxdy =0
[ R
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38) Calcular la integral del rotacional de F(x,y,z) = (3y,4z,—6x) sobre la superficie
dada por o(r,0) = (rcos0,rsen,9-r2) con rel0,3] y 0¢[0,2x].

Resolucion:

La region de integracion es una superficie parametrizada, cuya expresion funcional
corresponde a un paraboloide de revolucion:

z

SUPERFICIE
A S: o(r,0)

La integral a desarrollar es una integral de superficie vectorial porque el enunciado
del problema pide integrar el rotacional de un campo vectorial:

jstxlf-"-da:"UV><1f?(a(r,49)).(arx%)drd‘9

Se calcula el rotacional del campo vectorial:

[ k
vxr=|2 9 2

dx dy 0z

3y 4z —6x

NZ d N d f'D d
=+t(a—y(—6x)—$4z)—j(a(—&c)—53y)+k(a4z—$3y)
=(0—-4)i—(—6—0)]+ (0-23)k

= —4f + 6] — 3k = (—4,6,—3)
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En cuanto a la regién de integracion, es una superficie y ya esta parametrizada:
o(r,0) = (rcos(8),rsen(8),9 — r?)

entonces se determina su vector normal:

o, = % = (cos(@), sen(8), —2r)

d
bp = a_; = (—rsen(6), rcos(6),0)

-~ -~

i hi k
o Xog = | cos(0) sen(8) —=2r
—rsen(@) rcos(8) 0

= -H(D + ZrZCOS(S)} - f(U - 2rzsen(9)) + E(rcosz(ﬂ) + rsen? (9))
= (2r2cos(0))i — (—2r?sen())j + (r(casz(ﬂ) + senz(ﬂ))) k
= (2r%cos(0))i + (2r2sen(9))j + (r)k

g, X 05 = (2ricos(0), 2r’sen(6),7)

Luego se desarrolla el integrando, primero se sustituye la funcion de la superficie
en el rotacional del campo vectorial, pero como es un vector constante, queda igual:

VX F(o(r,8)) = (—4,6,—3)
Después se efectua el producto punto con el vector normal:
Vx F(a(r,8)) - (o, X gg) = (—4,6,—3) - (2r?cos(8), 2r’sen(8),r)
= —8r2cos(8) + 12r%sen(8) — 3r

Finalmente, se efectua la integral de superficie con los limites de integracion para
cada variable indicados por el enunciado del problema:

r€[0,3] ,0 € [0,2n]

| 2T 3
'H F-do= j j (—8r2cos(0) + 12risen(0) — 3r)drdd
S 1] 0
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Como el integrando esta conformado por sumas y restas, conviene separarlo en
varias integrales:

21 3 3 3
= f [—Bcos(@)f ridr + 12sen(9)f rzdr—Bf rdr] do
0 0 0 0

2m y3 r3 y2 r=3
= f [—8(‘03(9)— + 12sen(f) —— 3— dé
o 3 3

2
r=0

2w 3 3 2
= j [—8.:‘05(9) % + 125911(9)% - 3ﬂ de
0

2
(0 _(0)?
3 373

m (0)?
- f [—8.‘:03(9) + 12sen(8)
0

3 ]dﬂ

2 27 27 9
= f [—Bms(@)— + 12sen(8)—— 3—] dg — 0
. 3 3 72

2T 2T 27 2w
= —8(9) f cos(6)d6 + 12(9) f sen(0)do —— | do
0 0 0

Todas las integrales son directas:

=2
= [—723911(9) +108(—cos(8)) —%9]
#=0
= [—725971(211:) — 108cos(2m) — 2—; (2?1:)] - [—723971(0) — 108cos(0) — 2—7(0)]

= [—72(0) —~108(1) — 2—7(2;:)] — [=72(0) — 108(1) — 0]

= [0 - 108 —27x] — [0 — 108 — 0]
=—108 — 277 + 108 = —27x
Hasta aqui termina esta integral, pero existe otro camino de resolucion, pues la
integral cumple con las condiciones del Teorema de Stokes: la region de

integracion es una superficie abierta (con boca descrita por una curva cerrada), y el
integrando es el rotacional de un campo vectorial:
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SUPERFICIE
S: o(r,0)

CURVA CERRADA
C:c(t)

Entonces, la integral de superficie se puede rehacer de acuerdo con este teorema:

j VxF-dcr=ng-dc
5 C

donde dc corresponde a la diferencial de longitud de la curva descrita en forma
vectorial. La orilla de la superficie es una curva cerrada que corresponde a una
circunferencia localizada sobre el plano xy (con z = 0); como el componente z de la
superficie parametrizada es:

z=9—1?

entonces:

es una circunferencia de radio 3. La parametrizacion de la curva es:
c(t) = (3cos(t), 3sen(t),0)
y su vector tangente es:
c'(t) = (=3sen(t),3cos(t),0)
El integrando de la integral de linea es:

F(x,y,z) = (3y,4z —6x)
X y z
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c(t) = (3cos(t), 3sen(t),0)
F(c(®)) = (3(3sen(6)), 4(0), —6(3cos()))
F(c(t)) = (9sen(t),0,—18cos(t))
y se le aplica producto punto con el vector tangente:
F(c(®) - ¢'(t) = (9sen(t),0,—18cos(t)) - (—3sen(t),3cos(t), 0)
= —27sen?(t) + 0+ 0 = —27sen?(t)

Finalmente, se desarrolla la integral de linea:

§ F-dc= 3§ F(e(®) - c'(t)dt

C C

Sus limites de integracion corresponden al angulo t, el cual da la vuelta completa:

f]g F(e(t) - c'(t)dt = =27 jﬂ msenz(t)dt
]

C
Esta integral no es directa, pero se efectua aplicando la identidad trigonométrica:

1 —cos(2t)

2 —
sen=(t) = >

2m
f F(e(®) - ¢'(O)dt = —Ef (1 - cos(20))dt
2 ]

C

27 2T
= —— d +—3§ cos(2t)dt
2 J

e .oou=2at
fcos(ujdu. du = 2dt

= [ . 2(2) ngHcas(Zt)zdt

—[ 27t+27 2t
-7 Tsen()
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= ——(err) +—sen(4n)] [-—({])-ﬁ-—sen(ﬂ)]

[+ Zo)-[FZo+Zo)|
= T+ (0 - O +45O
=[-27m+0] - [0+ 0] = -27n
Se obtiene el mismo resultado que con la integral de superficie, pero el

procedimiento es mas corto, pues no fue necesario el rotacional ni la obtencion del
vector normal a la superficie.

39) Calcular la integral de la divergencia de F(x,y,z) = (x3,y%,2%) en todo el volumen
de la esfera de radio 2 centrada en el origen.

Resolucion:
La divergencia del campo vectorial es:

ax* ay? oz
) a3,y3,2%) = o + 2 4 T 342 4 3y 4 322

V.F= (a a 9
dx dy 0z

ax’ ay dz
La region de integracion es el volumen encerrado por la esfera:
x*+y*+z22=(2)"=4

Zz

La integral a efectuar conviene plantearla en coordenadas esféricas:
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J‘](V'F)dv=g (V-F)l/(p, $,0)| dpdpdb

donde el jacobiano de las coordenadas esféricas es:

J(p, $,6) = p*sen(¢)

Y los limites de integracion deben cubrir todo el volumen de la esfera:

El integrando en coordenadas esféricas es:
V-F=3x%+3y?+ 322 =3(x? + y? + z%) = 3p?

Entonces, la integral de la divergencia queda planteada como:

0=2m ,¢p=m p=2 2 pm 2
f f ] 3p?%|p?sen(d)|dpddpds =f J' j 3ptsen(¢p)dpdpdo
o=0 Jp=0 Jp=0 o Jo Jo

51P=2

= [ [[ssenr [ tapasan = [ [ ssencs b

= fo o fo i E sen(¢)(2)S — ésen(cp)(O)S] depdd

L) 283(32) (*
=jo fo[ z sen(d))—O]d([)dB=J0 Tfo sen(¢)dpdo
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- 2m
S f [—cos(@)]3-gdo = - f [~cos(m) — (~cos(0))]ae
0
O (v civiag =28 [ 4 1148
== =D+ —gfo [1+1]
2T
96(2)[ do = =% 192 9|9 2n=i[2;¢ 0] = 1922'&’:%”

Este resultado también se puede obtener si la integral se plantea mediante el
Teorema de Gauss, pues la region de integracion es una superficie cerrada (sin
boca ni huecos, y encierra un volumen):

g(V-F)dV:j?F-dg

Para ello, primero se debe obtener la funcion parametrizada que describe la
superficie; como es una esfera, se emplean las coordenadas esféricas:

x = psen(¢)cos(8)
y = psen(¢)sen(8)
z = pcos(¢p)
El radio de la esfera es constante, pero los angulos ¢ y 8 son variables, por lo que
Se proponen como parametros:
d=u
g=v
Entonces, la funcion de la superficie es:
r(u,v) = (psen(u)ms(v), psen(u)sen(v},pcos(u))

Luego se obtiene el vector normal a la superficie:

or

d ad d
Ty = ™ (6 psen(uw)cos(v), —psen(u)sen(v) pms(u))

= (pcos(u)cos(v), pcos(w)sen(v), —psen(u))
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ar d G, ad
T, = F = (%psen(u)cos(v),ﬁpsen(u)sen(v),%pcos(u))

= (—psen(u)sen(v), psen(u)cos(v),0)

+ - +
i I k

1, X1, =| pcos(uwcos(v) pcos(u)sen(v) —psen(u)
—psen(uw)sen(v) psen(u)cos(v) 0

= +i(0 + p?sen®(u)cos(v)) — j(0 — p?sen?(u)sen(v))
+ k(p?sen(w)cos(u)cos? (v) + p?sen(u)cos(u)sen®(v))

= (p?sen®*(u)cos(v))i + (p*sen?(w)sen(v))j
- (,02s.c31r1(u).-:a:;vs;(u)(.cos2 (v) + senz(v))) k
= (pZsen?(u)cos(v))i + (p?sen?(u)sen(v))j + (p?sen(u)cos(u))k
= (p2sen?(u)cos(v), p?sen®(u)sen(v), p>sen(u)cos(u))
Se desarrolla el integrando, primero con la sustitucion de la funcion de superficie
en el campo vectorial:
Fx,y,2) = (x%,y° 2%

X y z
r(u,v) = (psen(u)ms(v), psen(u)sen(v),pcos(u))

F(r(u, v)) = ((psen(u)cos(v))s, (psen(u)sen(v))z, (pcos(u)}s)
y luego se efectua el producto punto con el vector normal a la superficie:

F(r(u.v)} -(r, Xr,)
= ([psen(u)cos(v))a, (psen(u)sen(v))g. (pcos(u.)f)
. (pzsenz(u)ms(v),pzsenz (u)sen(v),pzsen(u)ms(u))

= p°sen®(u)cos*(v) + p°sen®(u)sen*(v) + p°sen(u)cos*(u)
Y como el radio de la esferaes p = 2:

F(r(wv))-(n, xmn,)
= (2)°sen®(w)cos*(v) + (2)°sen®(u)sen*(v) + (2)°sen(u)cos*(u)

F(r(u,v)) - (r, x 1) = 32sen®(w)cos*(v) + 32sen®(w)sen*(v) + 32sen(u)cos*(u)
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Finalmente, se realiza la integral de superficie, cuyos limites de integracion
corresponden a:

¢ =u uel0n
6 =v: ve|02n]
V=2W ~U=TT
# F-do= f j (3259n5(u)cas4(v) + 32sen®(u)sen*(v)
3§ =0 u=0

+ 32sen(u)cos* (u))dudv

Esta integral es mas laboriosa y produce el mismo resultado, por lo que en este
teorema conviene solo efectuar la integral de la divergencia.

40) Realizar la integral del campo F = (x,y,z) sobre la superficie del cubo unitario
con vértice en el origen.
Resolucion:

La region de integracion es una superficie cerrada conformada por seis planos
que construyen un cubo:

L4 :
<

S | Sal, \
/25?%-, 7
1

La integral del campo se debe calcular en cada plano mediante la propiedad de
aditividad:

ﬁF-dJ='UF‘dcr+J]F-da+ij‘dJ+ij-da+ffF-dcr+J]F-dcr
5 5 Sa 53 S4 S5 Sa

Recuérdese que el circulo (u 6valo) colocado sobre el signo de la integral doble
indica el célculo de la integral sobre una superficie cerrada (sin boca ni agujeros),
gue en este caso es toda la superficie exterior del cubo.

X
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Aunque cada integral efectuada sobre una cara del cubo resulta ser muy sencilla, el
realizar seis integrales de superficie es muy laborioso. Como la superficie cumple
con las condiciones del Teorema de Gauss, entonces:

ﬁp-m:ﬂ V-F)dv

Entonces, primero se calcula la divergencia del campo vectorial:
V-F= (a J )( 2) = 5y+6 —1+14+1=3
ax'ayaz) Y Tty T -

Luego se efectua la integral triple, cuyos limites de integracion en coordenadas
cartesianas (o rectangulares) son:
€ [0,1]

y €[0,1]

z € [0,1]

z=1 py=1 rx=1 1 1 r1
'U (V-F)dv = j j j 3dxdydz = 3f j f dxdydz
v z=0 Yy=0 ~x=0 0o Y0 Y0

_3f f [x]2= dydz_zf f [1— 0]dydz
=3 flfldydz =3 J‘l[y]ﬁédz = 3[1[1 — 0]dz

1
:3] dz =3[z]7=t = 3[1-0] =3
0

Este resultado debe ser el mismo si se realizan las seis integrales de superficie que
conforman a la superficie completa del cubo:

jsgﬁp-dazgj(v~y)dv=3
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