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La presente guia es un material de apoyo para los estudiantes de la Facultad
de Quimica que presentan el Examen Extraordinario de Ecuaciones diferenciales
(clave 1307). Esta gufa en ningtin momento sustituye el contenido del curso de
Ecuaciones Diferenciales ni el contenido de ninguno de los textos mencionados
en la bibliografia. Los problemas aqui presentados pueden o no estar incluidos
en el Examen Extraordinario.
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Cap

itulo 1

INTRODUCCION

1.1.

Definicién y clasificacion de ecuaciones di-
ferenciales.

1. Problema Clasifique las siguientes ecuaciones diferenciales como ordina-

ria

(EDO) o parcial (EDP), proporcione el orden e indique las variables

independientes y dependientes. Si la ecuacién es una ecuacién diferencial
ordinaria, indique si es lineal o no lineal.

a)

dsy dy _ _«x
Solucién Ecuacién diferencial ordinaria, tercer orden, variable de-

pendiente: y, variable independiente: x, lineal
VI — T = cos(2nT)

Solucién Ecuacién diferencial ordinaria, primer orden, variable de-
pendiente: V', variable independiente: T', No lineal

Sy V(x)y = Evy donde V(z) es una funcién de z y E es un

T dx?
constante.

Solucién Ecuacién diferencial ordinaria, segundo orden, variable de-
pendiente: 1), variable independiente: x, lineal

9%u %u _
oot g = cos(x)sen(y)
Solucién Ecuacion diferencial parcial, segundo orden, variable de-
pendiente: u, variables independientes: x y y.
d* d?
In(z) 54 — 554 = ye”
Solucién Ecuacién diferencial ordinaria, cuarto orden, variable de-
pendiente: y, variable independiente: x, no lineal

2 2
gTﬁcos (ng) =ay
Solucién Ecuacion diferencial parcial, segundo orden, variable de-
pendiente: u, variables independientes: x y y.



2
diz iz 2t
q) (F) —cos(t) 57 +e'x =3
Solucién Ecuacién diferencial ordinaria, cuarto orden, variable de-
pendiente: y, variable independiente: x, no lineal

2
h) < _ 26 _ p=19C¢ — kN donde k es una constante.
ot or or

Solucién Ecuacion diferencial parcial, segundo orden, variable de-
pendiente: C, variables independientes: r y t.

2. Problema Determinar el orden y grado de las siguientes ecuaciones dife-
renciales

a) W)~ 4y = a?

Solucién 2° orden 2° grado
b) (y°) +ay=e”

Solucién ler orden 3er grado
C) y/// + 3:cy3 — 5y/

Solucién 3er orden ler grado

3. Problema Determinar el orden de las ecuaciones y si son o no lineales

W = VTFY
Solucién 2° orden, no lineal

b) x3y/// _ :c2y” _ 3y =0
Solucién 3er orden, lineal

¢) y = xy1/2)
Solucién ler orden, no lineal

1.2. Problemas que dan origen a las ecuaciones
diferenciales.

1. Problema ;Cudles seran las curvas que verifican que la pendiente en cada
uno de sus puntos es igual al triple de la distancia del origen del sistema de
coordenadas a cada punto de la curva? Establezca la ecuacién que resuelve
el problema.

Solucion

Considere que la ecuacién de la curva que se busca es de la forma y = f(z),
entonces,
dy
Y _3/r¥y (1.1)
dx
2. Problema ;Cudl serd el camino x(t) recorrido por un cuerpo durante el
tiempo ¢, si su velocidad es proporcional al trayecto, sabiendo que en 10
segundos el cuerpo recorre 100 metros? Establezca la ecuacién que resuelve
el problema.



Solucion

Considerando que el cuerpo se encuentra en x(0) = 0 al tiempo ¢t = 0

y sabiendo que la velocidad del cuerpo estd dado por dfl(tt) donde z(t)

representa la trayectoria que sigue, entonces la ecuacién que modela el
problema resulta ser dfl(tt) = kx(t), donde k es la constante de proporcio-

nalidad. También se tiene que x(10) = 100

3. Problema La rapidez de cambio de la cantidad de reactivo en una reac-
cién quimica es directamente proporcional a la cantidad de reactivo pre-
sente. ;Cémo se expresa esto de forma simbdlica? A — B.

Solucién % x [4]

4. Problema Si P representa el tamano de una poblacién de bacterias en
su fase exponencial de crecimiento, la tasa de crecimiento es proporcional
al tamano de la poblacién. ;Cudl es la ecuacién diferencial que representa

esto?
Solucion % x P

1.3. Tipos de soluciones.

2z __ 265&0

1. Problema Muestre que la funcién explicita y = e es solucién a

la ecuacién diferencial 3" — 7y’ + 10y = 0
Solucién

Se tiene que

y = €* -2 (1.2)
y = 2e* —10e’" (1.3)
Yy = 4e*® —50e’” (1.4)

de donde sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene,

y' =Ty +10y = 4e** —50e°" — 7 (2> — 10€7) + 10 (e** — 2¢°7)
= 4e* — 50e%® — 14e%® + 70e5® + 10e2® — 20e5*
0 (1.5)

2. Problema Muestre que
2 —xy? =4 (1.6)

es una solucién implicita a la ecuacién diferencial
(22 — y*)dx — 2xydy = 0. (1.7)

Solucion



Diferenciando ambos lados de (1.6) se tiene

d(z®—zy?=4) = d(2*) —d(2y®) =d(4)
= 2xdr — 22ydy — y*dr =0 (1.8)

de donde (2z — y?)dr — 2xydy = 0, es decir recuperamos la ecuacién
diferencial (1.7). Por lo tanto, (1.6) es solucién a la ecuacién diferencial
(1.7).

3. Problema Determinar si las siguientes soluciones de una ecuacién dife-
rencial son generales o particulares:

a) z+y*=c
Solucién solucién general
b) y = zinx
Solucidén solucién particular
¢) y=1/x
Solucidén solucién particular
d) y = Cie?z + Cocx
Solucién solucién general

4. Problema Determinar si la solucién general z + y? = ¢ es solucién de la
ecuacion diferencial 3y = —5-.
y
Solucién

Derivar implicitamente la ecuacién x + y? = c:

1+2yy =0
Despejando:
oL
Yy = %
Sustituyendo en
1
P~ .
=g
1
2y 2y

1.4. Problema de valores iniciales.

1. Problema Muestre que y(z) = ci1c08(2t) + casen(2t) es solucién de la
ecuacién diferencial ¥ 4+ 4y = 0 y encuentre los valores de ¢1y ¢ que
cumplan con las condiciones iniciales y(0) = 3 y ¢/ (0) =4

Solucion



y(x) = c1c08(2t) + casen(2t)
y' (t) = —2c1sen(2t) + 2cacos(2t)
Yy (t) = —4cycos(2t) — degsen(2t) (1.9)

Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene
y" + 4y = —4cicos(2t) — deasen(2t) + 4 (c1cos(2t) + casen(2t)) = 0

Por otro lado,
y(0) = c1c08(0) + casen(0) =1 =3

y'(0) = —2c15en(0) + 2c2c08(0) = 2¢0 = 4 (1.10)

de donde se tiene que, ¢c; = 3 y c2 = 2, por lo que la solucién particular
es y(z) = 3cos(2t) + 2sen(2t)

. Problema Cuando tenemos un problema de valor inicial

W~ (e y) suieto a y(xo) = yo

La solucién es una funcién que satisfaga la ecuacién y que pase por el
punto (zg, yo)-

[x] Cierto

[ ] Falso

[ ] Depende de la ecuacién.

[ ] Depende de la condicién inicial.

Solucién

Es la definicién.

. Problema La funcién y = ¢z 4+ c22 7! es una familia solucién de 22y —
2zy’ — 4y = 0. Determine la solucién del problema de valores iniciales
con la misma ecuacién diferencial y las condiciones iniciales y(1) = 2,
y' (1) = -3.
Solucién:
y = _lx4 4 Ex*
5 5
Desarrollo:
2=y(l)=c11* + 217 =¢; + o
2

1

y = 4dci2® — cpx”

—3=9(1) =4c11®> — 2172 = 4c; — o



Al resolver el sistema de ecuaciones

ci + ¢ = 2
401 — C2 -3
u 1 11
se tiene e = —= Coy = —.
quec; = -z yer= ¢
1.5. Curvas integrales.

1. Problema Muestre que la familia de curvas 22 — y? = ¢ es una solucién
. , . ., . . d
implicita de la ecuacién diferencial y3 — x = 0 para cada constante c.

Solucion

Derivado implicitamente se tiene,

d

R 2 — 2 — R
dx (" =) dz (<)
d d
@) =) =0
2z — Zy@ =0 (1.11)

dx

de donde se tiene finalmente que, yg—g —x=0

2. Problema. Una curva integral es la grafica de cualquiera de las solu-
ciones de una ecuacion diferencial.
Solucién
[x] Cierto
[ ] Falso
Es la definicién.

1.6. Campos de direcciones.

1. Problema Seleccione de las figuras mostradas el campo de direcciones

correspondiente a la ecuacién diferencial Z—Z = —5
a}'\kﬂ T, o / C/}//r’__ﬁ\\\
VY Nedoeb bty o e
\\:EQ ' f/;/ O\ //// //;//—\\i\\
W N LRy
T R
,-*__//' - \“‘-&H._ . T bk =
AT AR RN S e
//f /f y } ?\\\\ (P ot S S AN e B = g S



Solucion

Inciso (¢ )

2. Problema Use el siguiente campo de direcciones para trazar una curva
solucién aproximada al problema de valor inicial ¥ = x +y + 1 sujeto a

y(0) = -1
- 1
9 [ r: - |
-5 —3 3 — = a 3 -3
g - *

? —= :

1 _3 -
Solucion

Se debe trazar una curva que pase por el punto (0, —1) y cuyas pendientes
sigan las del campo de direcciones:

=]

1.7. Teoremas de existencia y unicidad (sin de-
mostracion).

1. Problema Considere la ecuacién diferencial dada por SZ—Z = y%. De acuer-
do con el Teorema de Existencia y Unicidad, determine una regién del
plano X —Y donde tenga una solucién tnica para las condiciones iniciales
y(z0) = vo.

Solucién

En este caso se reescribe la ecuacion diferencial de acuerdo con el Teorema
de Existencia y Unicidad, es decir,

dy - 1 2
o =3V (1.12)

10



de donde, se tiene que
(1.13)

de donde,

(1.14)

Se puede observar que la funcién f(z,y) es continua en todo el plano X —Y

no asi la derivada parcial g—é = -5 que deja de ser continua en y = 0.
5y

3
5

Por lo tanto se garantiza solucién unica (y por supuesto, va implicito que
la ecuacién diferencial con las condiciones iniciales tiene solucién) para las
regiones y < 0 o y > 0, es decir, para condiciones iniciales con yp < 0 y
Yo > 0.

1.8. Comportamiento cualitativo de soluciones.

1. Problema Explique cualitativamente (sin resolver) el comportamiento de

. o . 1 d 2
las soluciones a la ecuacién diferencial 7% = —=2.

Solucion

Considere el campo de direcciones correspondiente a la ecuacion diferencial
mostrado en la figura,

Podemos ver que todas las soluciones a la ecuacién diferencial tienden al
eje x cuando z tiende a infinito (m&s o menos infinito). Ningtina solucién
puede cruzar el eje y. Sin embargo, hay una solucion, el eje x, es decir
y(x) = 0. Por lo que podemos ver, las solcuiones divergen en x = 0,
excepto la solucién y = 0.

11



Capitulo 2

ECUACIONES

DIFERENCIALES
ORDINARIAS DE
PRIMER ORDEN

2.1. Ecuaciones exactas.

1. Problema Encuentre la solucién a la ecuacion diferencial

(ye™ —2z)dx + xze™dy =0 (2.1)
Solucién
En este caso se tiene,
M = ye™ -2z (2.2)
N = ze" (2.3)
de donde
oM
— = xye™ + Y (2.4)
Ay
ON
— = zye™ 4" (2.5)
ox
De acuerdo con esto, %—J\; = %—Jg\c] por lo que la ecuacién diferencial es exacta.
Entonces existe una funcién f(z,y) tal que,
0
—f = ye — 2 (2.6)
ox
0
—f = gze'¥
Ay

12



Integrando la segunda ecuacién con respecto a y se tiene que
f(z,y) = " + h(z), (2.7)

donde h(z) es una funcién a determinar. Derivando parcialmente a (2.7)
con respecto a z, se tiene,

of ., dh)
or /¢ * e (28)

Comparando (2.8) con (2.6) se tiene,

dh
ye™ + # = ye"™ -2
x
dh
d(x) o
x

(2.9)

Integrando se tiene, h(z) = —z? de donde, f(x,y) = e®¥ — 22, de donde
la solucién a la ecuacién diferencial (2.1) es,

e —x?=c (2.10)
siendo ¢ la constante de integracién.

. Problema Compruebe que la siguiente ecuacién diferencial es exacta y
halle su solucion.

(22 4 4y*)dx + Szydy = 0

Solucion

Para comprobar que es exacta, comparamos con la forma
M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0.

Calculamos las derivadas parciales de M respecto a y y de N respecto a
T.

OM ON
oy "W e T
Como
oM _ ON
oy  Ox’

la ecuacion diferencial es exacta.

Ahora encontramos una funcién f(z,y) tal que

or = 2% + 497 (2.11)
ox

13



of = 8zy (2.12)

Para hallar f(x,y) integramos la primer ecuacién con respecto a x,

flz,y) = /(3:2 + 4y2)d:c = %xg’ +dzy® + h(y) (2.13)

donde h(y) es una funcién que depende tinicamente de y.

Derivamos a (2.13) con respecto a y y la igualamos con (2.12), de donde,

dh
S8zy + M = 8xy
dx

de aqui se tiene,

dh(y)
dxr

por lo que h(zx,y) = k, constante.

=0

Entonces la solucién a la ecuacién diferencial es,
1
gx?’ +4zy? =c,

con c la constante de integracién.

2.2. Ecuaciones de variables separables.

1. Problema Resolver por variables separables la ecuacion diferencial

dy x?

= . 2.14
der 1+ ( )
Solucién
Sabemos que una ecuaciéon diferencial es separable si es de la forma: Z—x =
dy

f(x)g(y), que puede reescribirse como dy = f(x)g(y)dz. Separamos o =

ﬁd:c, e integramos [ % =/ ﬁdm + C, donde C' es una constante

Entonces, reescribiendo (2.14) como

(1 +y*)dy = 2*da,

/(1+y2)dy:/x2d:c+c

14

se tiene,



/dy+/y2dy:/x2d:c—|—c
1

1
y+§y3:§x3+c

La solucién se expresa de forma implicita.

. Problema Una solucién que no es ni implicita ni explicita.

Resuelva la ecuacion diferencial
dy 2
— =€z 2.15
o (2.15)

Solucién
Es una ecuacion separable, que se puede reescribir como
.2
e ¥ dy = xdx.

Integrando de ambos lados, [ eV’ dy = [ xdz + ¢, de donde

1
/eiﬁdy = 53:2 +c

La integral de la izquierda no se puede integral por métodos anliticos, sélo
por métodos numéricos.

Si multiplicamos por 2 tenemos 2 [ e v’ dy = 2%3:2 + 2¢, entonces,

x

erf(x) :/efyzdy:x2+k,

0

donde k£ = 2¢

Por lo tanto, la solucién a la ecuacién diferencial es,
erf(z) = +k

. Problema Resuelva la ecuacién diferencial

d
&Y _ petetsy,

dx

Solucion

La ecuacién diferencial puede ser reescrita como g—z = ze?*e3¥ de donde
la ecuacién se puede separar como e3Ydy = ze?*dx. Integrando de ambos

lados, se tiene,
/egydy = /xehd:c (2.16)

15



La primer integral puede ser hecha por cambio de variable y la segunda
integral por partes se tiene,

1 1 1
gegy = 53:629” - 16296 +C (2.17)

donde C' es la constante de integraciéon. Con un poco de algebra

e = gxeh - 26296 +C
1
y= gzn (gxe‘“ - %e‘“ + C) (2.18)

. Problema Resuelvan por variables separables

dy 423 4 62
der 12
Solucion
De
dy 423 + 62
de y2
tenemos

y?dy = (42® + 62)dz.

Integrando de ambos lados,

/dey = /(43:3 + 6x)dx

se tiene

1
gyg =2t + 222 + ¢,

despejamos y ya que la solucién es explicita

y® = 3z* + 62° + 3¢

de aqui que si 3¢ = k entonces,
1
y= (32" + 62>+ k)°

es la solucién general explicita.

16



2.3.

1.

Factores integrantes.

Problema Resuelva la ecuacion diferencial
zy’dr + (22%y — 3x)dy = 0. (2.19)

solucion

La ecuacién no resulta ser separable y ademés

oM oN

— =2xy £4day—3=
Ox

% (2.20)

con M(x,y) = zy* y N(z,y) = 22%y— 3z, por lo que resulta no ser exacta.
Sin embargo,

oM ON
oy~ ox _ 2wy—(dzy—3)
N(z,y) 222y — 3z

—2zy+3 2zy — 3

¢(2zy —3)  x(2zy—3)

= —é (2.21)

que resulta ser una expresién funcién inicamente de x, por lo que la ecua-
cién diferencial acepta un factor integrante dado por,

OM _ON

y _ Ow 1
w(x) = o] NEdy = e~ S B = olnw _ lnat -1 2 (2.22)
x
Multiplicando la ecuacién diferencial (2.19) por p(z) = 1 se tiene,

é (xy2) + i (2x2y — 3x) =0
yidr + (2zy —3) =0 (2.23)

Esta ultima ecuacién ya es exacta, como se puede comprobar, %—A; =2y=
%—JX, donde M (z,y) = y* y N(z,y) = 2xy — 3. Se tiene entonces que existe

una funcién f tal que,

of _
dr

8—f = N(z,y) =2zxy—3 (2.25)
dy

Integrando la ecuacién (2.24) con respecto a x se tiene que f(z,y) =
xy? + h(y), con h(y) una funcién inicamente de la variable y y que hay

M(z,y) =y* (2.24)

que determinar. De esta funcién se obtiene g—g = 2zy + %(yy). Igualando
con la ecuacién (2.25) se tiene,
h
2ay+ W) _ gy 3
dy
dh
v _ 4
dy



Integrando esta tltima ecuacién se obtiene que, h(y) = —3y, por lo tanto,
f(z,y) = zy? — 3y. Por lo tanto la solucién a la ecuacién diferencial (2.19)
estd dada por, f(z,y) = c es decir, zy? — 3y = ¢ siendo c la constante de
integracion.

2. Problema Resuelvan por factor de integracién la ecuacion diferencial

dy
—= —3y=0.
dx Y
Solucién
De la ecuacién diferencial se tiene que p(x) = —3, entonces
ILL(ZE) _ 6‘[ —3dz _ e3x

Multiplicando ambos lados de la ecuacién diferencial por p(z) se tiene,

_ dy
3x 7 _3 =0
(@) o

d
dxr

de donde,
(eigxy) =0.

Integrando de ambos lados se tiene,

/% (eigxy) dr = /Od:c + ¢,

e 3%y =c.

de donde,

Despejando y, se tiene finalmente la solucion
y = ce’®.

2.4. Ecuaciones homogéneas.

1. Problema Resuelva la ecuacion diferencial

d_yi 20 +y
dr 3z —2y

Solucién
Se puede observar que la ecuacién diferencial es homogénea ya que se
puede reescribir como,

d_yi x(2+ﬁ)

X

ERICRTy

8 e

2+
= 2.2
- (2.26)

2

8 <
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Considerando el cambio de variable u = £ o y = zu se tiene que Z—Z =

x4 + y. Sustituyendo directamente en la ecuacién diferencial o en (2.26)
se obtiene,

du 2+u
r— tu=

dxr 3—2u
du 2+u

Ydr T 3-2u
du  24+u—u(3—2u)

Tar 324

du  2u? —2u+2
xa i w— (2.27)

La dltima ecuaciéon ya es separable y se puede separar como,

-2 d
3 u du:—x

_ 2.2
2u2 —2u+ 2 T (2.28)

Integrando de ambos lados se tiene,

3—2u dx
——du= | — 2.2
/2u2—2u+2 Y T (2.29)

La integral de la izquierda se puede hacer de la siguiente forma,
-2 1 2u — 1 f2u—1-2
/37udu:__/u73du:__/u7du
2u2 — 2u + 2 2) u2—-—u+1 2) u2—u+1
1 2u — 1 1 2

—= | ———d — [ ——du (2.30

2/u2—u+1 u+2/u2—u+1u( )

La primera integral se puede realizar de manera directa, % J —2u—l gy =

u2—u+1
%ln (u2 —u+ 1)

Para la segunda,

1 du du
du = = 2.31
/uQ—u—l-lu /uQ—u—l-%—%—l-l /(u—%)Q—l-% (2:31)

Haciendo el cambio de variable, v = u — % de donde du = dv se tiene,

/ (u— ?)L? +3 / (v2dv+ 3 (2.32)

Por sustitucién trigonométrica,v = \/gtcm(ﬁ) de donde dv = \/%SGCQ (9),
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por lo tanto,

3
1 sec sec
o % /tcm2 d9 \/7/5602
3 fw= g0+ (233

Regresando a las variables originales,

\/ZH \/Z\/Z tan(v)+c = ~aret U o= 2aratan (Y- 1)y
—0+c =/ =/ zarctan(v)+c = —arctan [ u — = |+c = —arctan | = — = |+c
3 3V3 3 2 3 2

(2.34)
Por lo tanto,
2 4 y 1
/mdu = gCLTCtCLTL (E — 5) +C
Entonces, la solucién a la ecuacién diferencial es,
1 9 4 y 1
—iln (W —u+1)— garctcm (E - 5) =In(z) + ¢ (2.35)

2. Problema Resuelvan la EDO homogénea separandola
dy 274 + 2y
de a3
Solucién

Primero veremos si es homogénea

hacemos
2z* + 2y
Tys

f(xay) =

Hacemos la prueba de homogeneidad

2 (ta)* + 2 (ty)*

Tt == @)

Por lo tanto,

2ttt + 2thyt  tt (2" + 2y%)

tx,t =
[tz ty) = 123 v

= .f(xay)a
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de ahi que f(z,y) es homogénea de grado cero.

Pasamos al cambio de variable con y = vz y como Z—Z =v+tz Z_Z sustituimos

de lado izquierdo de la igualdad en la ecuacién diferencial
dv 2z 2 (va)t

v+ Tz = z(vzx)®
dv __ 2m4+2v4m4
v+ Tz = z(zv)3
4 4 4
:Ed—v  ogtyopigt o= x (2+2v )71; I N Y S L i)
de —  z(xv)3 - i3 - v3 R
4 (e
entonces z2 = Y2 v es una ecuacién separable, separamos y nos da
3 dx v ’
e — vy

T T viy2

integramos y nos da In(z) = $ In(v* +2) + k
expresamos a k como In(m)

In(z) = § In(v* +2) + In(m)

aplicamos propiedades de logaritmos

vt 4+ 2 = (max)?

donde m es una constante

sustituimos v = £

(E)4 +2= (mx)4

x

o bien y* + 2z* = m*z®

despejamos y tenemos finalmente como solucién a
8 e
Y= (mx — 2z )4

donde m es una constante.

2.5. Ecuaciones lineales.

1. Problema Resuelva la ecuacion diferencial

d

% =z + ytan(zx) (2.36)
sujeta a las condiciones iniciales y(0) = 2
Solucién
La ecuacién J

% =z + ytan(x)

puede ser reescrita como,

& ytan(z) = x

dxr
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la cual es lineal. En este caso, el factor integrante correspondiente es,

ILL(IE) _ efp(m)dx _ efftan(m)dx _ eln(sen(m))dm _ COS(.I)

de donde,

cos(aj)—y — yeos(x)tan(x) = xcos(x)

dx
que puede ser reescrita como,

e (ycos(x)) = xcos(x)
Integrando de amabos lados,

/ di(ycos(x))d:c: / zcos(z)da

X

de donde,
ycos(z) = xsen(x) + cos(x) + ¢
de donde finalmente se tiene como solucién a

sen(x) ¢
x co5(2) +1+ cos(@) xtan(z) + 1 + csec(x)

Tenemos de la condicién inicial que x = 0, y = 2, entonces,

2 = (0)tan(0) + 1 + csec(0) = 1+ ¢

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

de donde ¢ = 1. Por lo tanto la solucién a la ecuacién diferencial (2.36)

sujeta a las condiciones iniciales dadas es,
y = xtan(z) + sec(x) + 1

. Problema Resuelvan por factor de integracion

dy
— =3z +3.
dx
Solucion
Reescribimos la ecuacién como:
Z—Z — 3z = 3 entonces p(x) = —3 y el factor de integracion es,

ILL(IE) — ef —3dr _ e*BI

efgmg—y —3e 3%y =3¢ 37
X

d

dx

ey = [3e P+ ¢

e 3%y = —e73% + ¢ despejamos y

(efgmy) = 3e73% integramos y obtenemos

y = —1+ce3® = ce3® — 1 es la solucién general
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2.6.

1.

Ecuaciones de Bernoulli.
Problema Resuelva la ecuacion diferencial

dy 1
98 =yt (2.44)
dr x

Solucion

Reescribiendo la ecuacién (2.44) como

dy 1 T 4

=2 2.45

dr 227~ 27 ( )
se puede ver que se trata de una ecuacién diferencial no lineal de tipo

Bernoulli. Haciendo el cambio de variable,

u = y174 = y73 (246)
se tiene que, g—g = —3y*4g—z. Multiplicado la ecuacién (2.44) por —3y~*
se tiene,

4 dy 1Y _yryt
o, —4%Y 1Y _ o —aTY
3 dx +3y 2x 3 2
dy 3 3
9, 4% 95 3 9
3 dx + 2xy 23:
du 3 3
oy Ty =-Z 2.4
dx + 2xu 23: (2.47)

la dltima ecuacion ya es lineal. El factor integrante a sociado a esta ecua-
cién es

u(x) = e T = eBin@) = 43 (2.48)
Multiplicado (2.47) por (2.48) se tiene,
sd 2 2
que puede ser reescrita como,
d 2 5
. (x%u) = —gaﬁ (2.50)
Integrando de ambos lados se tiene,
(x%u) = —§x% (2.51)
7
de donde 5
u= —?xQ +ex® (2.52)
Pero u = 33, entonces, la solucién final es,
y = —§x2 ez (2.53)

7
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2. Problema Resuelva la ecuacién diferencial

y —y=y (2.54)
Solucién
Paso 1: Dividimos por 32:
/
1
g — (2.55)
Y Y
Paso 2: Realizamos el cambio de variable v = i yv = —5—;: Sustituyendo
en la ecuacién original:
y 1
-5 —-=1 (2.56)
Y Y
Lo cual se convierte en:
' —v=1 (2.57)

Paso 3: Simplificamos y resolvemos la ecuacion diferencial lineal en v:
v +v=-1 (2.58)

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden. Usamos el factor
integrante: Paso 4: Encontramos el factor integrante e/ 19 = ¢#: Multi-
plicamos toda la ecuacién por el factor integrante:

v + v = —e” (2.59)
Paso 5: Reconocemos que el lado izquierdo es la derivada de ve”:

d

E(vex) = —€" (2.60)

Paso 6: Integramos ambos lados:

ve’ = —/exd:c (2.61)

ve = —e” +C (2.62)
Paso 7: Despejamos v:

v=—-14+Ce™" (2.63)
Recordando que v = %:

1

—=—-1+Ce™” (2.64)

Y
Paso 8: Invertimos para encontrar y:

1
=" 2.65
Y= Iy Cev (2:65)
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3. Problema Resuelva la ecuacién diferencial

zy +y =y’ (2.66)
Solucién
Paso 1: Dividimos por 33:
T /
A (2.67)
Y Y
lo cual se simplifica a:
y 1
=+ =1 (2.68)
vy
Paso 2: Realizamos el cambio de variable v = y% yv = —2y—%/: Sustitu-

yendo en la ecuacién original:

x (—%) fov= (2.69)

lo cual se simplifica a:

—x% +v=1 (2.70)
Paso 3: Multiplicamos por -2:
—xv 420 = -2 (2.71)
Reorganizando:
xv — 20 =2 (2.72)

Paso 4: Reconocemos que esta es una ecuacion diferencial lineal de primer
. _2 _ _ -
orden y usamos el factor integrante e/ ~5% = =2 |zl = z=2. Multiplica-

mos toda la ecuacién por el factor integrante z 2

20 — 207 %0 = 2072 (2.73)

-
lo cual se simplifica a:

v 20 2

T2 ? (2.74)

Paso 5: Reconocemos que el lado izquierdo es la derivada de —5:

% (1) - 32 (2.75)

2 T

Paso 6: Integramos ambos lados:

v 2
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lo cual da:

v
——-_Z4C
2 +
Paso 7: Despejamos v:
v=—2z+Cz?
Recordando que v = y%:
1
—=-2z+C z?
Y
Paso 8: Invertimos para encontrar y:
1

v= vV —=2z + Cx?
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Capitulo 3

APLICACIONES DE LAS
ECUACIONES
DIFERENCIALES DE
PRIMER ORDEN

3.1. Problemas geométricos.

1. Problema La pendiente de una curva en cualquiera de sus puntos (z,y)

vale /2x + y. Encuentre la ecuacién de dicha curva

Solucion

Sabemos que si y = f(x) es la funcién cuya grifica es la curva que se

busca, entonces la pendiente en cada punto de la curva esta dada por

de donde para hallar la funcién se tiene que resolver la ecuacion diferencial

d
ﬁ:\&x—l—y (3.1)

Para resolverla hacemos el cambio de variable, u = 2z + y de donde g—g
2+ g—g de donde se obtiene que, g—g = g—g — 2. Sustituyendo en la ecuacién

diferencial (3.1) se tiene,

d

LI S

dx
de donde se obtiene la ecuacién diferencial

du

— = 2 3.2

o = Vu+t (3.2)
que se trata de una ecuacion diferecnial de tipo separable, por lo que

d
v dx

Vu+2
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Integrando de ambos lados se tiene, 2 (yu + 2) —4in (Vu+2) =z +c.

Como sugerencia para realizar la integral, se puede hacer el cambio de
variable v = \/u + 2 lo que nos lleva a la integral [ (2 — %) dv.

Regresando a las variables originales, se tiene que u = 2z +y por lo que la
solucién a la ecuacién diferencial (3.1) y por lo tanto la familia de curvas
que tienen la pendiente 2z + y son

2(m+2)—4ln(m+2):x+c (3.3)

2. Problema Encuentra la curva cuya pendiente en cualquier punto (z,y)
es proporcional a la abscisa x de ese punto.

Solucion

Dado que la pendiente de la curva es proporcional a la abscisa x, podemos
escribir:
dy
dr
donde k es una constante de proporcionalidad. La ecuacién puede resol-
verse por separacién de variables,

kx (3.4)

d
ﬁ =kr = dy = kads (3.5)
Integrando de ambos lados:
/dy = /kx dx (3.6)
Esto da: Ln?
y= % +C (3.7)

donde C es la constante de integracién.

La solucién de la ecuacion diferencial es una familia de parabolas de la

forma: Ln?
y= % +C (3.8)

donde k£ y C son constantes. Esto significa que cualquier curva cuya pen-
diente en cualquier punto (z,y) sea proporcional a la abscisa x es una
parébola.

3.2. Familias de curvas.
1. Problema Hallar la familia de curvas con la propiedad de que el area del

triangulo formado la tangente a la curva en cualquier punto de la misma
(z0,%0), el segmento de recta que va del origen al punto de tangencia y
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el segemento del origen al punto de interseccién de la tangente con el eje
OX es una constante.

Solucion

Suponga que la ecuacién de la curva buscada es y = f(x). La ecuacién de
la recta tangente a la curva en el punto (xo, f(z¢)) estd dada por,

y — f(zo) = f'(zo)(x — z0).
La recta tangente cruza al eje X en el punto (z1,0), de donde,
0= f(zo) = f'(z0)(z1 — 20).
Despejando 7 se tiene,

f(z0)
[ (o)

Tr1 =X —

El area del tridgulo formado por el segmento Ox1, la tangente a la curva
en cualquier punto de la misma (zo, yo) v el segmento de recta que va del
origen al punto de tangencia esta dadao por,

_ base x altura 1 f(zo)
et =5 (s iy )

donde A debe ser constante. Como xg es arbitrario y ademas considerando
la ecuacién de la curva como y = f(x) se tiene que la ecuacién diferencial

de la curva buscada €s,
1 Yy
D) (.I /> Y= ‘15

que puede ser reescrita como,

2

y. _
Ty — —/y =C
Yy
donde ¢ = 2A. De donde,
ayy —y° =cy
Y (zy—c)=y°
dy .2
y?dx + (c — xy) dy =0 (3.9)
Si consideramos
oM Oy?
dy Oy
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ON _O(c—=zy)dy _
or oz -

se tiene como factor integrante a,

%_N’%_NZ{ 2 1
4 —Y—=y
) = o T oS S e g ) o L
Multiplicando (3.9) por pu(y) se tiene,
1 1
;d:c—ky—g(c—xy) dy=0 (3.10)

la cual ya es exacta. Entonces, existe una funcién g(z,y) tal que,

99 _ 1
or vy
Y 0 1
g —_ — —
T (¢ —zy) (3.11)

Integrando la primer ecuacin con respecto a x se tiene,
x
g9(z,y) = st h(y)

Derivando g(x,y) con respecto a y e igualando a la ecuacién (3.11) se
tiene,

xz dh 1
Ty T T
de donde,
dh ¢
dy y?
Integrando con respecto a y se tiene,
M) = —5>

Por lo tanto la familia de curvas que resuelve el problema estd dada por,

c

x —_
y 22

siendo k un pardmetro y ¢ = 2A.
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3.3. Trayectorias isogonales y ortogonales.

1. Problema Hallar las trayectorias isogonales a 45° de la familia y(z +c¢) =
1.

Solucion

Dada una familia de curvas y = f(z, ¢), existe otra familia y = g(x, ¢) que
corta a la familia f bajo un mismo angulo . A la familia g se le llama la
familia de trayectorias isogonales de f y y = g(x,¢) = 0 es solucién de la
ecuacion diferencial ) ()
z)—¢(z
t = 3.12
) = P @) (312

En nuestro caso se tiene que, y(z 4+ ¢) = 1, de donde y = x%rc, de donde
derivando se tiene,

Pero, x4+ c= % de donde

Sustituyendo en (3.12) se tiene, con y = 45°,
2 /
Yy Yy
1= —"—= 3.13
1—y2y (3.13)

con tan(45°) = 1 y donde se ha hecho ¢ = ¢’(z), la cual es una ecuacién
direncial de primer orden separable. Separando las variables se tiene,

dy - 1+y2
der 32 —1
es dedir,
2
-1
L dy = dx
1+ y?

Integrando del lado izquierdo, se tiene

2
ye—1 2

de donde, la familia de curvas isogonal a 45° a la familia y =

1
P €s,

y — 2arctan(y) =z + ¢

3.4. Problemas de diluciones y mezclas.

1. Problema Una solucién salina entra a una razén constante de 6 litros/minuto
en un tanque de gran tamano que en un principio contenia 200 litros de
agua pura. La solucién dentro del tanque se mantiene bien revuelta y sale
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del tanque a razén de 2 litros/minuto. Si la concentracién de sal en la
solucién que entra al tanque es de 0,5 kg/litro, determine la masa de sal
en el tanque después de t minutos.

Solucion

Si m representa la masa de sal, entonces la razén de cambio de la sal
estd representada por dd—T donde ¢t representa al tiempo.

El modelo que describe al problema es,

d_m = entrada — salida
dt
, por lo que
dm kg L m L
— =05—=x6 — 2 3.14
at T " Pmin 200+ 4t “min (3.14)

Nétese que cada minuto se estdn acumulando 4 L de solucién (entran 6
litros cada minuto y sélo salen 2 litros cada minuto) por lo que a los 200
L que habian inicialmente de solucién se le suman 4 L cada minuto, de
ahi que al volumen inicial, después de cierto tiempo t, se le sumen 4¢ L.
Reduciendo, la ecuacién diferencial que describe al problema es,

dm m
S —_3_- " 1
dt 3 100 + 2t (3.15)
es decir,
dm 1

am 1 _ 1
a Ttoram T (3.16)

donde m es en kg y t es en minutos. L ecuacion diferencial es lineal, en
este caso el factor integrante es,

(t) = e moTEdt — Fn(1004+20) _ (100 4 2¢)% (3.17)

Multiplicando (3.16) por (3.17) se tiene

1 dm 1 1
1 26)7 — 4+ (1 20 —— —m=3(1 2t)2
(100 + 2t) dt+(00+ ) 100+2tm 3 (100 + 2t)

de donde,
d 1 1
= ((100+2t)2 m) = 3(100 + 2t)* (3.18)

Integrando de ambos lados con respecto a t se tiene,

(100 + 2¢)#

(100 4+ 26)2 m = 2
2 2

de donde,

1
2

m =100 + 2t + ¢ (100 + 2t)
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Como condicién inicial tenemos m(0) = 0 kg ya que tenemos agua pura,
entonces

[N

100 4 2(0) + ¢ (100 + 2(0)) "2 =0

-
100 + ¢ (100) 2 =0

¢ =—1002
Por lo que la masa dentro del tanque queda finalmentedado por,

1
2

m =100 + 2t — 1002 (100 + 2t)

. Problema Una solucién salina entra a un tanque a una tasa de 5 L/min
con una concentracién de 2 g/L. El tanque inicialmente contiene 100 L de
agua pura. La solucién se mezcla instantdneamente y se drena del tanque a
una tasa de 3 L/min. Encuentra la cantidad de sal en el tanque en cualquier
tiempo t.

Solucion

Sea Q(t) la cantidad de sal (en gramos) en el tanque en el tiempo ¢. La
tasa de cambio de la cantidad de sal en el tanque es la diferencia entre la
tasa de entrada de sal y la tasa de salida de sal. La tasa de entrada de sal
es:

Tasa de entrada = (Tasa de flujo de entrada) x (Concentracién de entrada)
= 5L/min x 2¢g/L = 10 g/min

La tasa de salida de sal es:

Tasa de salida = (Tasa de flujo de salida) x (Concentracién en el tanque)
— 3L/minx —20__
100+ (5 — 3)t

La ecuacién diferencial que describe el sistema es:

dQ _ |, 3Q0)

dt 100 + 2t

Para resolver esta ecuacion diferencial, usaremos un factor integrante. Pri-
mero, reescribimos la ecuacién diferencial:

dQ 3
ot TT0r 2 10

El factor integrante es:

,u(t) _ ef ﬁdt _ 6gln|100+2t| _ (100 + 2t>g
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Multiplicamos ambos lados de la ecuacién diferencial por el factor inte-
grante:
Q

3
(100 + 26)7 =2 + 5 (100 + 26)7Q = 10(100 + 2¢)%
Esto se puede escribir como:
d 3 3
= [(100 +2t)} Q] = 10(100 + 2t)3
Integrando ambos lados respecto a t:
(100 +26)3Q = / 10(100 + 2t) % dt

du dt _ 1.
t, G =2 5

Y du T 2°
3 1 3
/10u2~§du:5/u2du
5/u2du—5

Sustituyendo de nuevo u = 100 + 2t:

Usamos una sustitucién v = 100 + 2

2u%+C

5
u?2

U‘IL\D

(100 4 2t)2Q = 2(100 + 2t)2 4+ C
Finalmente, resolvemos para Q:
Q(t) = 2(100 + 2t) + C(100 + 2t)~ 2

Dado que inicialmente el tanque contiene agua pura (es decir, sin sal),
tenemos:

Q0) =0
0 = 2(100) + C(100)~2
0 = 200 + C(100) "2
C = —200 x 1007 = —200 x 1000 = —200000

Por lo tanto, la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo t es:

Q(t) = 2(100 + 2¢) — 200000(100 + 2¢)~*

3.5. Decaimiento radiactivo.

1. Problema Inicialmente habia 40 mg de una sustancia radiactiva. Des-
pués de 10 horas, la sustancia disminuyo un 20 %. Si suponemos que la
rapidez de desintegracién es, en cualquier tiempo, proporcional a la can-
tidad de sustancia en dicho instante, halle la cantidad de sustancia que
habra después de 12 horas.
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Solucion

El modelo que describe a mi problema es en este caso, % = kN donde
N es la cantidad de sustancia radiactiva en el instante de tiempo t y k
es una constante, que en este caso k < 0. La solucién en este caso (por
variables separablee es N = Nye*t, donde N(0) = Ny = 40 es la cantidad

de sustancia al instante ¢ = 0 (la inicial).

Entonces después de 10 horas se tiene 0,2Nj d ela cantidad inicial, por
lo que,0,2Ng = Nope'%%, donde las unidades de k son en horas a la menos

. . _ In0,2 :
uno. Entonces, despejando k se tiene, k = "1—0. Por lo que se tiene que,
N(t) = 405" (3.19)

Por lo tanto después de 12 horas se tiene la cantidad de sustancia dada

por,
in0,2

N = 40e 10 2 ~ 58mg (3.20)

. Problema Un material radiactivo tiene una cantidad inicial de 100 mg.
Después de 5 anos, la cantidad de material radiactivo se reduce a 60 mg.
Encuentra la constante de decaimiento k£ y determina la cantidad de ma-
terial radiactivo que queda después de 10 anos.

Solucion

El decaimiento radiactivo se modela con la ecuacion diferencial:

aQ
—r = —kQ (3.21)

donde Q(t) es la cantidad de material en el tiempo ¢ y k es la constante
de proporcionalidad.

La solucién general de la ecuacion diferencial es:

Q(t) = Qoe ™™ (3.22)

donde Qg es la cantidad inicial de material.

Ahora, sabemos que Q¢ = 100 mg y que después de 5 anos Q(5) = 60 mg.
Sustituyendo estos valores en la ecuacién:

60 = 100e 5% (3.23)
Dividiendo ambos lados por 100:
0,6 =e 5k (3.24)
Aplicando el logaritmo natural a ambos lados:

In(0,6) = —5k (3.25)
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3.6.

1.

Despejando k:

k=— 3.26
- (3.26)
Calculamos k:
k =~ 0,102 (3.27)
Usando Qo = 100mg y k ~ 0,102 para encontrar Q(10):
Q(10) = 100010210 (3.28)
Calculando Q(10):
Q(10) ~ 100e 1% ~ 100 - 0,36 ~ 36 mg (3.29)

La constante de decaimiento es aproximadamente k =~ 0,102 y la cantidad
de material radiactivo que queda después de 10 anos es aproximadamente
36 mg.

Ecosistemas y poblaciones (sistemas ecolégi-
cos competencia por alimentos, productivi-

dad, red tréfica).

Considere un campo con 100 arboles, cada uno de los cuales es susceptible
de contraer cierta infeccién viral. Suponga que durante el curso de una
epidemia la tasa de cambio con respecto al tiempo del niimero de arboles
contagiados N, es proporcional al niimero de arboles contagiados por el
nimero de arboles no contagiados, 100 — N. Si en el tiempo ¢ = 0 un solo
arbol estd contagiado, encuentre que el nimero de arboles contagiados al
tiempo t.

Si la constante de proporcionalidad & tiene un valor de 0,01 cuando t es
medido en dias, encuentre el tiempo para el cual estaran contagiados la
mitad de los arboles.

Solucion

De acuerdo con el texto, se tiene que X = kN (100 — N) donde k es la

constante de proporcionalidad. Se tiene como condicién inicial que N(0) =
1.Resolviendo por variables separables,

dN
— = EN(100— N)dt
p (100 )
1
——— AN = kdt
N(100 — N)

Integrando de ambos lados. La parte izquierda se integra por fracciones
parciales:

I s 11 1
=100, 10 - __ (4 - 3.30
NIO-N) N T10-N 100\N 100-N (8:30)
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Entonces:

1 1 1

100 (N+ 100—N> dN_/kdt
1
ﬁ(ln|N|—1n|lOO—N|)—kt+cl

In|N| —1n|100 — N| = 100kt + c2

[N
— L) = 100kt
n(|100—N| T

| N |: 100kt€C2
100— N

]V> o 100kt
100N ¢

donde ¢; es la constante de integracién, co = 100¢; y ¢35 = e°2. Ademaés
se ha utilizado que e!™*l = |z| y que c3 considera los posibles signos del
valor absoluto por lo que en las dltimas lineas se ha omitido.

Considerando la condicién inicial N(0) = 1 se tiene que,

1
— £5el00K(0)
100 —1

1

— =3

99

Por lo que se obtiene finalmente que,

N _ ielookt
100-N 99

Despejando N (t) se obtiene,

100 — Nelookt
99
N = @elookt _ ﬁelookt
99 99

N 100
N r00kt — 2VY 100kt
99° 99 ¢
N1+ ielookt _ @elookt
99 99

100,100kt

N=-—-9"
1 100kt
1+ T

N =

(3.31)

100kt

Dividiendo numerador y denominador por e se obtiene finalmente que

el nimero de arboles contagiados es,

100

N=1 T+ 99¢— 100kt (3.32)
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Si k = 0,01, entonces el tiempo T al cual la mitad de los 100 arboles
estaran contagiados es,

- 100
" 1 4 99¢—100(0,01)T

50

Despejando T se tiene que T'= —In 91—9 ~ 4,59511985 es decir, en aproxi-
madamente cinco dias estaran contagiados la mitad de los arboles.

3.7. Procesos de ler orden.

1. Problema Considere una reaccién quimica de la forma A — B y que
es una reaccién de primer orden en el reactivo A. Escriba una ecuacién
diferencial que modele a A y encuentre A.

Solucidén La ecuacién diferencial de una reacciéon quimica de primer orden
es:

d[A] _
== = k(4]

Donde: [A] representa la concentracion del reactante en funcién del tiempo
t.

k es la llamada constante de velocidad de la reaccién (en este caso k > 0.

Para resolver esta ecuacién diferencial, podemos separar las variables y
luego integrar ambos lados de la ecuacion, es decir,

diA] _ _
o =

ERE

In[A] = —kt+ ¢

de donde,

que finalmente puede ser reescrita como,

donde [A]o es la concentracién inicial del reactante en ¢ = 0.

Esta ecuacién muestra como evoluciona la concentracién del reactivo A en
funcién del tiempo en una reaccién de primer orden.
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3.8.

1.

Procesos de 2° orden.
Problema Considere la reacciéon quimica
Hy(g) + In(g) — 2HI(y).

Se trata de una reaccion quimica de 2° orden para el cambio de la con-
centracién de [Hs], que puede ser modela de acuerdo con,
d[Ho]
dt

= —k[H2][I3] (3.33)
Suponga que z representa la cantidad que ha reaccionado de Hy y que

[Ho] = [Hoo —

[I2] = [I2]o — =,

donde [Haz]o e [I2]o representan las cantidades al inicio, ¢t = 0, de H e Is.
De acuerdo con la ecuacién (3.33) encuentre x en funcién de t.

Solucion

La ecuacién (3.33) puede ser reescrita como,

W = —k ([Ha)o — @) ([I2)o — )
de donde, 4
9 (el - o) ([Lo — ) (3:34)

Tenemos una ecuacién diferencial de variables separables que puede re-
ecribirse como,

dx
((Hzlo — 2) ([I2]o — )
Integrando de ambos lados, se tiene

dx
/ (Halo —2) (Lo —z) /kdt. (3.35)

Para realizar la integral del lado izquierdo recurrimos a las fracciones
parciales, de donde

1 A B
((Ho)o — 2) ([IoJo —2) — ([Halo — ) " ([I2]o — )
A([L2Jo —z) + B([H2Jo — @)
([Ha]o — ) ([L2Jo — 2)
A[L]o + B[Hz2]o — x (A + B)
([H2]o — ) ([I2)o — 2)

= kdt.
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De igualar los numeradores se tiene el sistema de ecuaciones,
A[lz]o + B[Hz2]p =1

A+B=0

que puede ser resuelto, de donde,

1
AL - T
' 1
P -
Por lo que,
/ ([Hio — ) ([BLlo—=) —  [Hao—[Io / [Halo — * [Halo — [I2]o / [I2]o —
1 1
= Tl =l " Helo = 2) = pr—rin (2o — o)
1 [HaJo — =

[Hao — L2lo [Talo — 2

Por lo que la solucién a la ecuacién diferencial (3.34) resulta ser, de acuerdo
con (3.35),

1 ln [HQ]O — X
[Holo — [I2Jo  [I2Jo— =

siendo ¢; la constante de integracién.

:kt+01

Despejando x se tiene finalmente,

12]0 - [HQ]Oeik([H2]07[12]0)t
¢ — e—k([Ha]o—[I2]o)t

-

donde ¢ es una constante (proviene de cq).
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Capitulo 4

ECUACIONES LINEALES

DE SEGUNDO ORDEN

4.1. Reduccién de orden.
1. Problema Halle una segunda solucién a la ecuacién diferencial
2%y —5xy +9y =0

sabiendo que una solucién es y; = 2z3In(z).

Solucion

Para empezar comprobamos que y; = 223In(z) es solucién a la ecuacién

diferencial (4.1). Derivando dos veces se tiene,
1
y = 22°= 4 62%n(z) = 22% + 62%In(z)
x
1
y' = 4z +62*— + 12zin(z) = 10z + 12xIn(x)
x

Sustituyendo en (4.1) se tiene,

2? (10z + 12zln(z)) — 5z (22* + 62°In(z)) + 9 (22°In(z))
=102® 4 122%In(z) — 102® — 3023 In(x) + 1823 In(x) =0

Se propone como segunda solucién a
y2(z) = u(@)y: ().
Derivando dos veces a y» se tiene,

Yo = uzh +u'y
Yo = uyy + 2u'yy +u"yr.
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Sustituyendo en (4.1) se tiene,

22 (uy + 2u'y) +u'y1) — 5z (uyy +u'y1) + 9 (uyr) =0

2?uyy + 2%’y + 2%y, — baruy) — Sxu'yr + Yuy; =0
U (3:23/1/ — bayy + 9y1) + 2%y + o’ (23:23/1 — 53:y1) =0 (4.3)

Pero x2y{ — 5xyy +9y1 = 0 ya que y; es solucién de (4.1), segin se
mostré lineas arriba. Entonces, (4.3) se reduce a,

2?u"yy + ' (22%y) — bay) =0 (4.4)

Haciendo el cambio de variable, v = v/, de donde v/ = u”, la ecuacién
(4.4) se reduce a,

%'y + v (23:2y/1 - 53:y1) =0

’U/—|—’U (2:p2y/1 —5{Ey1> —0

2y
2% 5

v’+(ﬂ——>v_o (4.5)
noow

Esta tltima es una ecuacién diferencial separable que se puede reescribir
como,

dv 2y 5

dv_ (ﬂ _ _> i

v Y1 x
Integrando de ambos lados se tiene,

dv

/
v Y1 T

/
d—”_—z/(ﬂ>d:c+5/(l>dx
v Y1 T

In(v) = —2In(y1) + 5in(x)
In(v) = In(;?) + In(z”)

5
v = O _ ni ) ina®) — &
Y1
(4.6)
Pero v/ = v de donde
25
/
Y1
Ademés y; = 223In(z), entonces,
5 5 1
=" =7 (4.7)
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Integrando se obtiene,

1 1 1 [du 1 1
4 / zln(x) TTh) w du 4in(x) (4.8)

donde se ha hecho u = In(z) de donde du = 4.

Por lo tanto, una segunda solucién a la ecuacién diferencial (4.1) es,

! 1
y2 = u(@)y (@) = = s 22°In(z) = —3a°,
es decir,
_ 13
Y2 = —23: ,

. Problema Considere la ecuacién diferencial:

22y +ay —y=0. (4.9)

Encuentre una segunda solucién sabiendo que
=2

es solucién.
Solucion

Para encontrar la segunda solucién, usamos el método de reduccién de
orden.

Suponemos que la segunda solucion tiene la forma:

y2 = v(z)yr = v(z)z,

donde v(z) es una funcién a determinar. Derivando dos veces la funcién
Y2,

v = ' (@) + o(a)

gy = o (@)a + 20 (x)

y sustituyendo en la ecuacién diferencial (4.9) se tiene,

22 " (x)z + 20" (2)] + 2 [V (z)2 + v(z)] — v(x)z = 0.

Desarrollando, obtenemos:
230" (x) + 22%0 () + 220/ (2) + zv(x) — 2v(2) =0
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de donde,
30" (x) + 32%' (2) = 0

Dividiendo por z2:

v (x) + 30 (z) = 0. (4.10)
Hacemos el cambio u(x) = v'(x) de donde (4.10) queda como,

xu'(z) + 3u(z) =0

la cual resulta ser una ecuacion diferencial de primer orden en la funcién
u(z). La resolvemos usando separacién de variables:

d
L —éd:c
U x
Integrando ambos lados:
_3 1
In|ul=-3ln|z|=Injz| > =n—
]
de donde,
1
() —
u(@) =v'(@) = —

Notese que se ha omitido el valor absoluto y la constante de integracion.
Integrando nuevamente para encontrar v(x):

1 1
“Z/ﬁdw:—ﬁ

Por lo tanto, la segunda solucion es:

e ()

Es decir,

yzz—%

/!

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién diferencial 2%y” + xy/ —y = 0

son:

1=z
1
92 = 2z
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de ahi que, la solucién general es:

1
y(:c) =Ciz + Csy (——) ,
2x

donde Cy y Cs son constantes arbitrarias.

4.2. Teoria general de las ecuaciones lineales.

1. Problema Muestre que la funcién y = c1e® + coe™ satisface la ecuacion
diferencial ¢y’ —y = 0.
Solucion
Derivando la funcién y = c1e” 4+ coe™* dos veces se tiene
y=cre® —coe "
y=cre® +cge” "
Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene,

Y —y=cre® +cae " —y=rcre® —coe ¥ =0

por lo tanto es solucién.

4.3. Ecuaciones homogéneas.

1. Problema Muestre que la funcién y = c1z* 4oz es solucién a la ecuacién
diferencial homogénea z%y” — 4xy’ + 4y = 0. Encuentre valores de c; y co
de acuerdo a las condiciones inciales y(1) =6 y /(1) = 24

Solucion

Derivando dos veces la funcién y = c1z* + cox se tiene, Y =4z + ey
y" = 12c;22. Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene,

z? (12013:2) —4x (4013:3 + 02) +4 (01x4 + 0233)
= 12¢12* — 16c12* — desx + 4yt + desx = (4.11)

x2y” _ 4xy’ + 4y

4.4. Dependencia lineal.

1. Problema Usando el Wronskiano del conjunto de funciones y; = €%, yo =
xe?® muestre que son linealmente independientes.

62x erm

= 2ze*™ 4 1 — 2pett = 17
262&0 256621: + 62x

(4.12)

w (629” , xeh) =
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Se observa que W (e?*, xe**) # 0 por lo que podemos afirmar que el con-
junto y; = 2%, yo = ze?* es linealmente independiente.

. Problema Calcule el Wronskiano de las funciones

Ala) = e, fola) =e”, folx) = a%"

y diga si son linealmente independientes y en que intervalo de ntimeros
reales.
Solucién

El Wronskiano de estas funciones se define como:

fiz)  fo(z)  fi(o)
W(f1, fo, f3)(x) = | fi(z) fa(z) fi(=)
V(@) fi(x) fi(z)

Calculando las derivadas de cada funcién se tiene,

fi@) =" fol@) =" +ae®, fi(x) = 2we” +a2e”

V(w)=e®,  f(x) =2e" +xe®,  fi(x) =2e" +dxe” + 2%e”
Sustituyendo en el determinante del Wronskiano se tiene,

ze® x2e”
W(fi, fa, f3)(x) = |e* (1+z)e® (22 +a?)e”
e® (2+x)e® (2+4x+a%)e”

X

Q

Resta calcular el determinante. Usando propiedades de los determinantes
podemos factorizar e* de cada fila, de donde,

x $2

1
W(f1, fa, f3)(x) = e%ee” |1 1+z  2x+2?
1 242 2+4+4z+ 22

de donde,

1 T 72
W(fi, fo, f3)(x) =€** |1 142 22 +2?
1 242 244z + 22

Ahora podemos calculamos el determinante,
1 T x2

1 1+« 2 + x2
1 242 2+4z+ 22
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usando cofactores. Expandiendo por la primera fila se tiene,

1+ 2 + x2
24z 2+4x+ 22

1 14+«

_1" 1 24z

B .1 2x + x2
1 244z + x2

+x2-’

Calculando cada determinante de 2 x 2:

Primer determinante:

’14—3: 2 4+ x2

9tz 24 ot a2 =(1+2)(2+4z +2%) — (2+ )2z + 2?)

=24 4dr+ 22+ 2 +42%+ 22— 22— 23 — 222 — 23
=2+ 4z + 42 — 222

=92+ 4z + 222

Segundo determinante,

=1-2+4r+2%) —1-(2z+2?)

1 2 + x2
1 244z + 22

=924 4r + 2% — 22 — 2°

=2+ 2z

Finalmente, tercer determinante,

=1-2+2)—1-(1+2)

1 1+«
1 2+«

=2+rx—-1—=x

=1

Sustituimos estos resultados en la expansién del determinante:
W(fi, for f3) (@) = € [1+ (2 + 4z + 227) — 2+ (2+ 22) + 27 - 1]
=3 [2—|—43:—|—23:2—23:—2332—|—3:2]
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= 3 [2 + 2z +3:2]

Por lo tanto, el Wronskiano es:

W(f1, f2, f3)(x) = €™ (2 + 22 + 2?)

So observa que el Wronskiano es diferente de cero para todo valor de z,
por lo tanto las funciones fi, fo y f3 son linealmente independientes en
todos los reales.

4.5. FEcuaciones homogéneas con coeficientes cons-
tantes.

1. Problema Encuentre la solucion general a la ecuacion diferencial ho-
mogénea de coeficientes constantes

d’y _dy
— —2——8y=0 4.13
dx? dz Y (4.13)
Solucién
Considere como solucién a y = €™, de donde, y = me™* y y’ = m?e™®

Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene,
m2e™ — 2me™* — 8% = ()
(m* —2m —8) ™ =0
Pero e™* # 0 para todo z por lo que se debe tener que (m2 —2m — 8) =0.
Resolviendo la ecuacién de segundo grado se tiene, m; = —2 y que mg = 4

por lo que tenemos dos souciones, y1(x) = e~ 2% y ys(x) = e**. La solucién
general a la ecuacion diferencial es por lo tanto,

y=cre 4 cpe®” (4.14)
donde ¢; y ¢z son las constantes de integracién.

2. Problema Resuelva la ecuacién diferencial de segundo orden homogénea
con coeficientes constantes:

y' —4y +4y=0

Considere como solucién a y = €', de donde, 3/ = re™ = p2erT,
) )

Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene,

r2e™ —4re™ + 4" =0

(T2—2T—8)em:0
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Pero €™ # 0 para todo x por lo que la ecuacién caracteristica o auxiliar
queda como,

P —4dr+4=0

Resolviendo la ecuacién cuadratica:

r?—dr+4=(r—-272=0

Esto nos da una raiz doble:

T1:T2:2

Dado que tenemos una raiz doble, las soluciones quedan como, y; = €27 y

ya = xe*.

Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién diferencial es:

y(x) = (C1 + Cow)e™,

donde C; y C3 son constantes arbitrarias que se determinan a partir de
las condiciones iniciales.

. Problema Resuelva la ecuacion diferencial de segundo orden homogénea
con coeficientes constantes:

y'+2) +5y=0

Solucion

Considere como solucién a y = €"®, de donde, iy = re™ y y”’ = r2e"™.

Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene,

r2e"™ 4 2re™ 4 5" = ()

(rP4+2r+5)e™ =0

Pero ™ # 0 para todo x por lo que la ecuacién caracteristica o auxiliar
queda como,

4+ 2r+5=0

Resolviendo la ecuacion cuadratica usando la férmula general:

—b+Vb? —4ac
T:_
2a ’
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donde a =1, b =2 y ¢ = 5. Sustituimos estos valores:

—2++22-4-1-5
T =
2.1

2120
R

. —24/~16

r

r

r=—-1+2i
Dado que tenemos raices complejas r = —1+42¢ y r = —1 — 24, la solucién
general de la ecuacién diferencial es:
y(t) = e " [C1 cos(2t) + Cy sin(2t)],

donde C; y C3 son constantes arbitrarias que se determinan a partir de
las condiciones iniciales.

4.6. El problema no homogéneo.
1. Problema Encuentre la solucién general a la ecuacion diferencial

dy _dy 4
T 8@ + 20y = 8¢~ **esce(2x) (4.15)

Solucion

Paso 1: Resolvemos la ecuacién diferencial homogénea asociada a (4.15):

Py dy
— 7 _ 8L 4 o0y = 4.1
=8 20y =0 (4.16)

Se propone como solucién a y = e™*, de donde sustituyendo se tiene,
m? —8m+20=0

cuya solucién resulta ser,m = —4 + 2i y m = —4 — 2i donde i2 = —1. Por
lo que la solucién a la ecuacién diferencial homogénea (4.16) resulta ser,

yi = e 2 (¢crcos(2x) + casen(2z)) (4.17)
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Paso 2: Encontrar una solucién particular a la ecuacién diferencial no
homogénea (4.15) Se propone como como solucién particular a

Yp = UrY1 + U2Y2 (4.18)
variacién de pardmetros), donde y; = e *cos(2z) y2 = e **sen(2z).
Y Y
Ademas se tiene que,

’ 0 e **sen(2x) ’
Yy - 8e*csc(2x)  2e 4% cos(2x) — de W sen(2x)
! e 4 cos(2) e 4 sen(2x)
—2e 4 sen(2x) — 4e 4 cos(22)  2e T cos(2x) — de” T sen(2x)
;o 8e~8%csc(2x)sen(2z)
“ 2e78%cos?(2x) — de~8%cos(2x)sen(2x) 4+ 2e 8% sen?(2x) + de~8%cos(2x) sen(2x)
;o 867890
“oS gew
W, = —4 (4.19)
de donde integrando se tiene, ui(x) = —4x

De forma andloga se obtiene u}, para lo cual

’ e 4 cos(2x) 0 ’
Y —2e 4 sen(2x) — de *%cos(2x) 8e *csc(2x)
2 e 4 cos(2) e 4 sen(2x)
—2e ¥ sen(2x) — de % cos(2x)  2e *cos(2x) — de” W sen(2x)
;o 8e 8%csc(2x)cos(2x)
2 2e8%cos?(2x) — de~8%cos(2x)sen(2x) 4+ 2e~8%sen?(2x) + de~8%cos(2x) sen(2x)
;o 8e 8% cot(2z)
I T
uy = dcot(2z) (4.20)

de donde integrando se tiene, uz(x) = 2In|sen(2x)|.

Por lo tanto de (4.18) se obtiene como solucién particular a la ecuacién
diferencial (4.15),

yp = (e **cos(2z)) (—4x) + (e **sen(2z)) (2ln|sen(2z)]) (4.21)
es decir,
yp = —4ze T cos(2x) 4+ 2¢ T sen(2x)In|sen(2x)]
La solucién general a la ecuacién diferencial (4.15) es entonces,

y(x) =y +yp
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es decir,

y(x) = e (c1c08(22) + casen(2x)) —4ze T cos(2x)+2e 4% sen(2z)In|sen(2z)]

. Problema Encuentre la solucién a la ecuaciéon diferencial de segundo
orden no homogénea con coeficientes constantes:

y' =3y +2y=¢€"

Solucion

Primero, resolvemos la ecuaciéon homogénea asociada:

y' =3y +2y=0

La ecuacion caracteristica es:
2 _
" =3r+2=0
Resolviendo la ecuacién cuadratica:
P =3r+2=>r-1)(r-2)=0

Esto nos da las raices:

rm=1y ro=2
Por lo tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea es:

yn(z) = Cre® + Che?®

Para encontrar una solucién particular y,(x) de la ecuacién no homogénea,
usamos el método de coeficientes indeterminados. Dado que el término no
homogéneo es e, proponemos una solucion particular de la forma:

yp(x) = Ae®

Sustituimos y,(x) en la ecuacién diferencial original:

(Ae™)" — 3(Ae®) + 2(Ae”) = ¢

Calculamos las derivadas:

y;’ = Ae”, y; = Ae*
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Sustituimos estas derivadas en la ecuacion:

Ae® — 3Ae" + 24" ="

Simplificando:

(A—3A+2A)e" =e”

Esto indica que necesitamos modificar nuestra suposicién para y,(z) por-
que €” es una solucién de la ecuacién homogénea. Proponemos una nueva
solucién particular de la forma:

yp(a) = Aze”

Noétese que se ha agregado un x a la solucién particular. Sustituimos y,(x)
en la ecuacién diferencial original:

(Aze®™)" — 3(Axe®) + 2(Aze”™) = €”

Calculamos las derivadas:

y, = Ae® + Axe”, y, = 2Ae” + Axe”

Sustituimos estas derivadas en la ecuacion:

(24€" + Axe®) — 3(Ae” + Axe”) + 2(Axe”) = €”

Simplificando:

2Ae" + Azxe® — 3Ae” — 3Axe” 4 2Axe” = €”
(2A —3A)e” + (A —3A 4 2A)ze” =€

—Ae® =¢”
Igualando los coeficientes:
-A=1 = A=-1

Por lo tanto, la solucién particular es:
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yp(x) = —ze”

La solucion general de la ecuacién diferencial no homogénea es la suma de
la solucién general de la ecuaciéon homogénea y la solucién particular:

y(x) = yn(z) + yp(z)

y(x) = Cre® + Ce*® — xe”®

donde C; y C3 son constantes arbitrarias que se determinan a partir de
las condiciones iniciales.

4.7. Vibraciones en sistemas mecanicos.

1. Una fuerza de 1000 newtons alarga 2 metros un resorte. Suponga que
el resorte se encuentra suspendido verticalmente de un soporte rigido y
luego se le fija una masa de 100 kilogramos a su extremo libre. Alcanzado
el equilibrio, la masa se libera desde la posiciéon de equilibrio con una
velocidad ascendente de 10 m/s. Encuentre la ecuacién de movimiento.
Considere que la tnica fuerza involucrada es la de la gravedad.

Solucion

Considere que el origen del sistema de referencia es en el punto de equili-
brio, con el eje = dirigido hacia abajo.

El valor de la constante del resorte, de acuerdo con la ley de Hooke (F' =
kz) resulta ser, k = £ = 10008 — 500 N/m.

De la segunda Ley de Newton (en una dimensién) y la ley de Hooke,
F,=mz" = —kx.
de donde,
mx’ +kx=0
Sustituyendo los valores de m y k se tiene,

A’z

1()0@ + 500z = 0,

es decir,

— +5x=0 (4.22)

con condiciones iniciales, z(0) = 0 y <% = 10m/s.
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Se propone como solucién a z(t) = e de donde dfl—(tt) =rety

r2e’. Sustituyendo en la ecuacién diferencial (4.22) se tiene,

r?4+5=0

d*e(t) _
dt?

de donde r; = iv5 y re = —iv/5. La solucién es por lo tanto,
z(t) = c1cos(V5t) + cosen(V/5t)

De las condiciones iniciales, ¢; = 0y ca = 2v/5, por lo que la solucién a
(4.22) con las condiciones inciales es,

z(t) = 2v/5sen(V/5t)

4.8. Ley de Newton y movimiento planetario.

1. Problema Encuentre la posicion en el tiempo de un objeto de masa 5 Kg
que cae bajo la accién de la gravedad. Suponga que inicia su caida desde
una altura de 180 m partiendo del reposo.

Solucion

Consideramos el eje = positivo de nuestro sistema de referencia hacia abajo
y el origen en el punto donde inicia la caida. Por lo tanto 2(0) = 0. Ademds
parte del reposo, por lo que z’(0) = 0. Estas son mis condiciones iniciales.

De acuerdo con la segunda ley de Newton

d2
mﬁf = Fuerza,
en nuestro caso Fuerza = mg = 5g donde g ~ 10 m/s?, es la aceleracién
de la gravedad (dirigida hacia abajo, es decir hacia el eje x positivo). Por

lo tanto, la ecuacion diferencial que model ala caida del obejeto resulta

ser,
d?z
— =150
dt?
Es decir,
d?z
5— —50=0
dt?
de donde,
d?x
— —10=0.
dt?

Resolviendo la ecuacion difereccial que queda se tiene,
z(t) = 5% + 1t + ¢z

Las condiciones iniciales son z(0) = 0y 2’(0) = 0 por lo que la solucién
queda como
x(t) = 5t2

posicién medida desde donde inicia la caida el objeto.
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4.9.

1.

Circuitos eléctricos.

Problema Encuentre la carga eléctrica Q(t) instantdnea en el condensa-
dor de un circuito RLC' descrito por la ecuacion diferencial

d*Q dQ  Q

Considere que R =10 ohm, L=1H y C = 21—4F . Considere una fuete de
voltaje variable dado por E(t) = cos(t),

Solucion

Sustituyendo los valores dados en la ecuacién diferencial del circuito se
tiene,

d°Q dQ
T2 + IOE +24Q = cos(t) (4.23)

La ecuacién diferencial homogénea asociada resulta ser,

d*Q dQ
—2 1 10=5 4 24Q =
dt2+0dt+ Q=0

Proponiendo una solucién dada por, Q(t) = ™ y sustituyendo se tiene
la ecuacién auxilar,
m? +10m + 24 = 0

cuya solucién es m; = —4 y mgo = —6, por lo que solucién a la ecuacion
diferecnial homogénea resulta ser

Qu(t) = cre™ + Coe™® (4.24)

Una solucién particular de (4.23), por pardmetros indeterminados, es de
la forma,

Qp(t) = Acos(t) + Bsen(t).

Derivando dos veces se tiene,

Q' (t) = —Asen(t) + Bcos(t)

Q" (t) = —Acos(t) — Bsen(t).
Sustituyendo en (4.23) se tiene,

—Acos(t)—Bsen(t)—10Asen(t)+10Bcos(t)+24 Acos(t)+24Bsen(t) = cos(t)
de donde

(23A + 10B)cos(t) + (—10A + 23B)sen(t) = cos(t)
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de donde

23A+10B=1
—10A+23B=0
resolviendo el sistema de ecuaciones se tiene, A = % y B = %, de
donde,
2
Qult) = cocos(t) + sent)

4.10. Otras aplicaciones como Neurofisiologia (pro-
cesos neurales, neurona formal continua,
discriminacién psicofisica, movimiento ocu-
lar).

1. Problema Un modelo simplificado que representa el comportamiento

eléctrico de una neurona, en funcién de la resistencia, la capacitancia y la
corriente externa estd dado por la ecuacion diferencial

d?V dVv 1
az T gtV S e

Donde: V es el potencial de membrana, R es la resistencia total de la
membrana, C' es la capacitancia de la membrana, e I.;; es la corriente
externa aplicada.

Encuentre el potencial de membrana, V (t), considerando I.,; = 0.
Solucién

Se propone como solucién a
V(t) = e™
de donde se tiene, derivando dos veces con respecto al tiempo que,

V'(t) = me™

V//(t) — m2€mt'

Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene

1
m2e™ + Rme™ + aemt =0,
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de donde

1
2 mt
m”+ Rm+ — | e™" =0,
( ¢ >
pero
emt 7& 0
para todo t, entonces se obtiene la ecuacion caracteristica,
2 R+ L =0
m m+ — = 0.
C
Resolviendo se tienen los dos valores de m siguientes,

~R+\[R2-%

my =

2
y

4

N R y/R2- ¢

2= 5

De donde la solucion a la ecuacion diferencial resulta ser,

V(t) = c1e™? + coe™??

. Problema Considere la ecuacién diferencial que describe el movimiento
ocular y cémo varia la posicién angular del ojo en funcién de la velocidad
angular, la aceleracion angular, el amortiguamiento, la frecuencia natural
y la senal de error de posiciéon dada por,

0" (t) + 2Cwn b (t) + w20(t) = K, E(t)

Donde: (t) es la posicién angular del ojo, 8’ () es la velocidad angular del
ojo, 0" (t) es la aceleracién angular del ojo, ¢ es el factor de amortigua-
miento, wy, es la frecuencia natural no amortiguada, K, es la ganancia del
controlador ocular, y E(t) es el error de posicién.

Encuentre 6(t) de la ecuacién diferencial que describe el movimiento ocular
considerando E(t) =0

Solucion

Se propone como solucién a
O(t) = e™
de donde se tiene, derivando dos veces con respecto al tiempo que,
0 (t) = me™

9//(0 — m2emt'
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Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene
m?e™ + 2Cw,me™ 4 w2e™ =0,

de donde
(m2 + 2¢wpm + w?l) e™ =0,

pero
emt 7& 0

para todo t, entonces se obtiene la ecuacion caracteristica,
2 2 _
m~ 4 2w, m + w;,, = 0.

Resolviendo se tienen los dos valores de m siguientes,

—2Cwn, wn)? — 4w?
my = 2Cwy, + (22< ) 4":wn(—<+ /<2_1)

— —2Cwn — (scwn)Q —dwp o (—C _ \/CQ—_I) '

De donde la solucion a la ecuacion diferencial resulta ser,

0(t) = cre™?* + coe™2?

4.11. Generalizacion a ecuaciones de orden su-
perior con coeficientes constantes.

1. Problema Considere la ecuacién diferencial de tercer orden homogénea:
y/// _ 3y// + 3y/ _ y — 0

Solucion

Para resolverla, primero buscaremos una solucién de la forma y = ™%,
donde m es una constante. Entonces, sustituyendo en la ecuacién diferec-
nial obtenemos la siguiente ecuacion caracteristica:

m?—3m?2+3m—1=0

Esta ecuacién ctibica se puede factorizar como (m — 1)3 = 0, entonces
tiene una raiz triple en m = 1.

Por lo tanto, la solucién general para la ecuacién diferencial es:
y(x) = c1e” + cowe® + czr?e”

es decir,
y(x) = (1 + cox + 03x2)ex,

donde ¢1, c2 y c3 son constantes de integracién arbitrarias.
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2. Problema Resuelva siguiente ecuacion diferencial:
y W — 3y 42y =¢”
Solucién
Primero resolvemos la ecuaciéon homogénea asociada,
yW — 3y +2y =0

Se propone como solucién a y = €™, de donde al sustituir en la ecuacién
diferencial homogénea se obtiene

(r* =3 +2)e™ =0,
pero como €' #£ 0, entonces se obtiene la ecuacién caracteristica,
=3 +2=0
Resolviendo esta ecuacién,
(r? =1)(r*=2)=0
nos da las raices:
r?=1= r==+1
=2 = r= :|:\/§
Por lo tanto, la solucién de la ecuaciéon homogénea es,

yn(z) = Cre® + Cae ™™ + Cgeﬁm + 0467\/596

Para encontrar una solucién particular utilizamos pardmetros indetermi-
nados. Dado que el término no homogéneo es e”, proponemos una solucién

particular a
yp(x) = Ae”

Sustituyendo y,(z) en la ecuacién diferencial original se tiene,
(Ae®) D — 3(4e®)" + 2(Ae”) = €”

de donde
Ae® — 3Ae" + 24" =e*

Simplificando se tiene
(A—3A+2A)e" =e”
es decir,

0=¢",

60



lo cual es una inconsistencia. La propuesta inicial para y, no es adecuada
ya que se anula y esto se debe a que e” es parte de la solucién a la ecuacion
diferencial homogénea.

Entonces se propone
yp() = Awe”

donde se ha adicionado una x.

Sustituyendo y,(z) en la ecuacién diferencial original:
(Aze®)® — 3(Aze™)" + 2(Axe®) = ®
Calculando las derivadas, se tiene,

Aze” + 4Ae” — 3(Azxe” 4+ 24e”) + 2(Azxe”) = €”

de donde,
—2Ae” =€
es decir,
—2A=1
de donde finalmente,
A=l
2

Por lo tanto, la solucién particular es:
yp(x) = —sze

La solucién general de la ecuacién diferencial es la suma de la solucion
homogénea y la solucién particular:

y(@) = yn(z) + yp(2)
de donde,

1
y(x) = C1e” + Coe™® + Cgeﬂm + C4eﬂ/§m - 53:69”
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Capitulo 5

SISTEMAS DE
ECUACIONES
DIFERENCIALES
LINEALES DE PRIMER
ORDEN

5.1. Introducciéon y nociones generales.

1. Problema Escriba el sistema lineal en forma matricial

o +a4t—1

7 = Tyt

d

d—:g = 20+y—z—3t

d

d—i = z4y+z+t2-t—-2

Paso 1. Escribir una matriz columna para las derivadas, una matriz rectan-

gular para las funciones x,y,z y otras matrices columna para los términos
de t

da
dt

r—y+z 0 t -1
Dl =(2w+y—z|+[-32]+[0]+]0 (5.1)
rT+y+z t2 —t -2

dz
dt
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Escribir una simbolizacién abreviada por cada matriz quedando de la for-

—

ma X' = AX + f(t). Entonces:

1 -1 1 0 1 —1
X'=(2 1 —1|x+|-3]+[0|t+]O (5.2)
11 1 1 —1 -2

donde en este caso,

5.2. Sistemas lineales.

1. Problema Compruebe que el vector

X = (;) et (5.4)

es una solucion del sistema dado

dz

9 =3 —4y

(5.5)

%:4x—7y

Solucion

Paso 1. Se escribe la forma desarrollada del vector separando cada com-
ponente, tal que:
r=e

y = 267515

Paso 2. Se deriva cada funcién respecto a la variable "'t”

dr

-~ —_5 —5t
dt c

dy

-7 —_10 —5t
dt c

Paso 3. Reemplazamos estas derivadas y las funciones z, y en las igualda-
des del sistema, tal que:

—5e7%t = 3(e™%) — 4(2e )

—10e™°" = 4(e™5") — 7(2e7°)
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Paso 4. Simplificamos y se verifican las igualdades

367515 _ 867515 — —56751&
—5e 9t = —5e 5t
4e7% — 147 = —10e™
_675t — _10675t

5.3. Meétodo de eliminacion.

1. Problema Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales por eliminacién

sistematica
dx 9
= 9 —
dt 4

dy
“y _ .
dt

Solucion

Paso 1. Se obtiene la derivada de la segunda ecuacién, quedando una
tercera ecuacion

By _de

dz?  dt’
o bien

dr d?y

dt  dx?

Paso 2. Se sustituyen los resultados para 'z’ de las segunda y tercera
ecuaciones en la primera ecuacién resultando en ecuacién diferencial ho-
mogénea de coeficientes constantes para 'y’

dy _ dy

TV oy

dz? dt
o bien

y' =2 +y=0.

Paso 3. Se escribe la ecuacion polinomial caracteristica asociada a esta,

quedando
r? —2r+1=0.

Paso 4. La factorizacién de esta ecuacién es un binomio al cuadrado, tal

que
(r—1)*=0.
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Paso 5. Puede verse que la tinica solucién de esta ecuacion es r = 1, por
lo que la solucién de y estard dada por

y = Cre' + Cote'.
Paso 6. Obtenemos la derivada de esta funcion, de manera que
y/ = Clet + CQtet + 02€t,

o bien
y = Cret + Cael (t + 1)

Paso 7. Puesto que, % =z oy = x, tenemos que

= Cre' + Cael(t + 1)
. Problema Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

2 =3x+ 4y
Yy =-x+2y

Solucion

Derivando la primera ecuacion respecto a t, se tiene,
" = 32" + 4y

Sustituyendo 3y’ de la segunda ecuacién en la derivada anterior, con y' =
—x + 2y, entonces
2 =32 + 4(—x + 2y)

de donde,
2" =3z — 4x + 8y

Dado que =’ = 3x + 4y, despejamos ¥,

' =3
L

Sustituyendo en la ecuacién obtenida se tiene,

/_
3:”—33:/—43:4—8(3j 33:)

4
de donde
2 = 32" — 4o+ 2(2' — 3x)
de donde
2 =32 — 4z + 22’ — 6a.
Finalmente,

2 =52 —10x
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La ecuacién diferencial que queda,
2" — 52" +10x =0

se puede resolver por los métodos ya vistos.

La ecuacion caracteristica asociada es:
2 _
r—5r+10=0.

Las raices de la ecuacion caracteristica son:

3£ V250

2
de donde,
. 5++v—15
B 2
es decir,

5+1V/15
r=——
2

Por lo tanto, la solucién general es:

z(t) = /2 (Cl cos (gt) + Cysin (gt))

Para encontrar y(t), usamos

donde

2'(t) = ge5t/2 (Cl cos <§t> + Cysin (@t))

+ 2 (—@Cl sin <§t> + gc& cos (@t))

Sustituyendo en y(t) se tiene, después de simplificar que,

y(t) = e5t/2 <<_é01 + g(b) cos <§t> — (g(}l + é(h) sin <§t>>
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5.4. Sistemas lineales homogéneos con coeficien-
tes constantes.

1. Problema Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ho-
mogéneas de coeficientes constantes:

d
7 3z + 4y, (5.6)
dy
- =2 .
7t r+y
Solucion
d

Considere el operador D =
sistema de ecuaciones como,

= en términos del cual se puede escribir el

Dz = 3z + 4y, (5.7)
Dy = -2z +y. (5.8)
de donde,
Dz —3x — 4y =0, (5.9)
2z 4+ Dy —y=0. (5.10)
que se puede reescribir como,
(D-3)x—4y =0, (5.11)
204+ (D—-1)y =0. (5.12)

Se puede trabajar como un sistema de dos ecuaciones algebraico, de donde,

D-3 -4 0 -4
2 D-1 “’”"o 1)—1’_O (5.13)
Resolviendo se tiene,
[(D-3)(D-1)+8x=0 (5.14)

de donde, se tiene la ecuacion diferencial de segundo orden homogénea con
coeficientes constantes,

(D* —4D +11)z =0

Proponiendo una solucién de la forma x = €™? se tiene la ecuacién carac-
teristica o auxiliar
m? —4m+11=0
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cuyas soluciones son, m; = 24++/7i y mg = 2—+/Ti, por lo que la solucién
a la ecuacién diferencial para la funcién z(t) es,

z(t) = e* (clcos(\/?t) + CQSen(\/?t)) (5.15)
de donde,

Ccll_:tc = e (—clﬁsen(\/?t) + 02\/?005(\/%))

+ 2e* (clcos(\/?t) + CQSen(\/?t)) (5.16)

Despejando y de la ecuacién (5.6) se tiene,

Sustituyendo (5.15) en la ecuacién anterior se obtiene, finalmente, la fun-
cién y(t).

5.5. Método de matrices.

1. Problema Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales linea-
les usando valores y vectores propios.

@ s

dr ey

dy

Y qor+2 1
= 10242y (5.17)

Solucidén El sistema de ecuaciones puede ser reescrito en forma matricial

como, %[z]_[ﬁ)g][z]

La matriz asociada al sistema esta dada por,

4 8
A= [ 10 2 ]
Para obtener los valores propios, A, correspondientes a la matriz A se
resuelve,
det (A—X)=0

donde I es la matriz identidad,

-G
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Para nuestro caso

4-) 8
10 2-—-2A

de donde se obtiene la ecuacién de valores propios ((4 — A) (2 — A)—80 = 0,

es decir, A2 — 6\ — 72 = 0. Resolviendo se obtiene los valores propios,

AL =—6

=

Ag = 12.

Los vectores propios correspondientes a cada valor propio se obtienen re-
solviendo el sistema de ecuaciones lineal homogéneo,

4—XNa+8 =0
10a+(2—\Nb =0

Para A = —6 se tiene,

10a+8 =0

10a+8b =0
Resolviendo se tiene, b = —%a. Considerando arbitrariamente a = 4 se
tiene que b = —5, por lo que un vector propio para A = —6 es,

“-()-()

Por otro lado, para A = 12 se tiene,

—8a+8 =0
10a — 106 =0

que se puede reducir a,

a—b =0

a—b =0
Resolviendo se obtiene,a = b. Proponiendo arbitrariamente a = 1 = b se
obtiene como vector propio para A =12 a

o~()-()

Por lo tanto, la solucién al sistema de ecuaciones diferenciales (5.25) es,

[z((f)) ] - [ 1 ]el2t+cQ[ _45 ]eat

12t

es decir,

+ 4026761&

z(t) = cre

y(t) = cre?® — 5ege 0,
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2. Problema Resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

' =2x+y
y =5r—y

usando la técnica de valores y vectores propios.
Solucién

El sistema de ecuaciones diferenciales puede ser escrito en forma matricial
como,

X' = AX

) -

Para encontrar los valores propios, resolvemos el determinante de A — \I:

donde

det(A — ) =

2—A 1
) —1-2A

=

donde I es la matriz identidad,

I= ((1) ?) (5.18)

Entonces, calculando el determinante se tiene,

2—A 1
) —-1-A

’_(2—)\)(—1—)\)—5~1_)\2—)\—7_0
Resolviendo la ecuacién caracteristica:
AN —A—-T7=0,

usando la férmula cuadratica para encontrar los valores propios:

1xVI+28  1£429
- 2 T2

A

Entonces los valores propios son:

_14v29 0 1-v29

)\1 2 2 — 2

Ahora, para encontrar los vectores propios correspondientes tenemos:

Para A\ = % tenemos,
(A - )\1])V1 =0
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2 — Liy® 1 A\ _,
5 _1_% b)

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineal homogéneo que queda, se tiene,

= (ol vam) 1

1+v29 a
2

Considerando a = 2 se tiene como vector propio de A\; =

vi = (_3 f \@> (5.20)

Para \s = 172V 29 se tiene,

3

(A - )\QI)VQ =0

9 — 1=y 1 a\ _,
5 _1_% b)

PO Gl ()=

Resolviendo el sistema de ecuaciones lineal homogéneo que queda se tiene,

S (EREN

de donde asignando arbitrariamente a = 2, tenemos como vector propio

de A\ = —1*;/E a

es decir,

SIS

2
V2= (—3 - \/29>
Por lo tanto, la solucién general del sistema es:
X(t) = creMtvy + coe?tvy

Sustituimos los valores propios y vectores propios encontrados:

1+v29 1—+/29
X(t)=cie 2 'vi+ce 2 vy

Donde vy y v son los vectores propios correspondientes a A\ y Ag.
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5.6. Sistemas lineales no homogéneos con coefi-
cientes constantes.

1. Problema Encuentre la solucion al sistema de cuaciones diferencial no
homogéneo siguiente

d
d_:tc =3z 4 2y +

d

d—lt’ = —z + 4y + sin(t) (5.21)

Solucion

Para resolver este sistema, primero encontramos la solucién a la ecuacién
diferencial homogénea asociada y luego una solucion particular.

Solucién homogénea:

El sistema homogéneo asociado es:

dzr
— =3 2 5.22
7 T+ 2y ( )
dy
— = — 4 5.23
T r + 4y ( )

La matriz asociada al sistema es:

3 2
=59
Calculamos los valores propios de la matriz A al resolver la ecuacién
det(A— X)) =0,

donde det significa determinante de la matriz A — Al con [ la matriz

unitaria de 2 x 2,
10
I-= (O 1) |

’_(3—)\)(4—)\)+2_)\2—7)\+14_0

Entonces,

-1 4-X
Los valores propios son:

\ T+V72—4-14 T7+V/—7 7iﬁi
1.2 — = = — _—
’ 2 2 27 2
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Esto produce dos raices complejas conjugadas.

o5

A=

N

_|_

o5

A =

N~

Ahora calculamos los vectores propios. Estos se calculan resolviendo el
sistema de ecuaciones lineal homogéneo,

B3=XNa+2b =0
{ —a+ (-2 =0 (5.24)
para cada valor de A.
Para A\ = % + \/771 se tiene
—L VT 426 =0
( 22 ) (5.25)

—a+(%—i§)b -0

Resolviendo el sistema, por los métodos habituales del algebra, se tiene,

1 VT
b— (Z—F’LT) a,

siendo en este caso a un parametro libre, de donde la solucién general al
sistema de ecuaciones (5.25) es,

@ — (5 +14> (5.26)

Considerando, arbitrariamente, el valor de a = 4, entonces un vector pro-

pio para \; = % + ‘/771 es,

Vi = (1 +4ﬁi> (5.27)

Considerando ahora el valor propio Ay = % - \/771 el sistema de ecuaciones

homogéneo algebraico (5.24) se rduce a,

(-3+ig)a+2 =0

—a+(%+i\/77)b =0 (5.28)
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La solucién es nuevamente con las técnicas del algebra, resultando,

§)+(;-e)

siendo en este caso a un parametro libre. Considerando, arbitrariamente,

7T _ A7

27 2

=

el valor de a = 4, entonces un vector propio para \; = 1 es,

Vi = (1 _4\@) (5.30)

Por lo tanto, la solucién al sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo
(5.23) se ve como,

za(t)) _ (14l 4 (i Ty 4
(yar(t)) =ae TR ) e R L s) (53D

Recordando que €%’ = cos(#) + isen(d), se tiene después de hacer hacer el
dlgebra (i2 = —1),

zp(t) = et (Acos (gt) + Bsen (gt))
A (cos (gt) - \/?sen <4t>> + B (sen (gt) + \/?005 <4t>>]

Solucién particular

Para el término no homogéneo ( €2! ) y ( sin(t) ), proponemos una solucién
particular de la forma:

z,(t) = Ae* + Bsin(t) + C cos(t)

yp(t) = De*' + Fsin(t) + G cos(t)

Derivando con respecto a t se tiene,

ddet(t) = 2A4e* + Bcos(t) — Csen(t)
Y dy,(t
ygt( ) = 2De* 4 F cos(t) — G sen(t)
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Sustituyendo en (5.21) se tiene,

2Ae*'+B cos(t)—Csen(t) = 3 (Ae* + Bsin(t) + C cos(t))+2 (De** + Fsin(t) + G cos(t))+e*

y

2De*' +F cos(t)—Gsen(t) = — (A€2t + Bsin(t) + Ccos(t))+4 (De2

Desarrollando e igualando término a término se tiene,

2A=3A+2D+1

B =3C+2G
—C =3B +2F
2D =—-A+4D

F=-C+4G

—-G=—-B+4F +1

Resolviendo el sistema de ecuaciones que resulta, se tiene,

1
A=—3

13
= 109
T
= 109

1
b=-7

23
~109

4
109
Por lo que la solucién particular a (5.21) resulta ser,

G:

1 13 7
z,(t) = —§€2t + 759 8in(t) + 75g cos(®)
Y 1 23
yp(t) = —Z€2t — @ Sln(t) — @ COS(t)

o escrito en forma matricial,

'+ Fsin(t) + G cos(t))+sen(t)

(5.32)



Finalmente, la solucién general del sistema es la suma de la solucién ho-
mogénea y la particular:

(x@)) _ (xH@)) . (xp@))
y(t) yu (1) Yp(t)
5.7. Las ecuaciones de Volterra.
1. Problema Considere el modelo depredador-presa de Lotka-Volterra para

la dindmica de las poblaciones de dos especies: una especie presa y una
especie depredadora. Las ecuaciones del modelo son:

dzr
ke By, (5.33)
dy
A _ .34
o = 0Ty =, (5.34)

donde:

= z es la poblacion de presas.

= y es la poblacién de depredadores.

= « es la tasa de crecimiento de las presas.
= [ es la tasa de depredacién.

= ) es la tasa de crecimiento de los depredadores en funcién de las
presas.

= 7 es la tasa de mortalidad de los depredadores.

Encuentre los puntos de equilbrio.
Solucién

Los puntos de equilibrio se obtienen al igualar ambas ecuaciones a cero:

ax — Bxy = 0,
dxy — vy = 0.

Los puntos de equilibrio son:

1. (z,y) = (0,0) (extincién de ambas poblaciones)

2. (z,y) = (%, %) (punto de equilibrio no trivial)

El modelo de Lotka-Volterra proporciona una representacion teérica de la
interaccion entre depredadores y presas. Las oscilaciones en las poblacio-
nes son caracteristicas de este modelo, y el estudio de estos sistemas es
fundamental en ecologia y biologia matematica.
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5.8.

1.

Aplicaciones.

Problema Se tiene el sistema de ecuaciones diferenciales para una red
eléctrica como sigue

dr
le—tl + RI, + RI, = E(t)

dr.
LQd—f + RI, + RI, = E(t)

Resuelva el sistema para las condicionesR = 50, Ly = 0,01H, Ly, =
0,0125H, E = 100V, I1(0) = 0 e I2(0) = 0 Paso 1. Se sustituyen las
inductancias, resistencias y voltajes, quedando

dh
O’Olﬂ + 51 + 51, =100

dI
0,0125d—t2 + 51 + 51, = 100

Paso 2. Como es un problema de condiciones iniciales, utilizaremos trans-
formada de Laplace haciendo las consideraciones £L{I1} = X; L{I>,} =Y
L{H} = sX — 0= sX; L{U2} = sV —0=sY.

Paso 3. Se sustituyen los cambios mencionados en las ecuaciones diferen-

clales del sistema
0,01sX +5X +5Y =100

0,0125sY + 5X 4 5Y = 100

Paso 4. Por comodidad operacional, se multiplicard la primera ecuacién
por 100 y la segunda por 800, obteniendo

sX + 500X + 500Y = 10, 000

sY +4,000X + 4,000Y = 80, 000.

Paso 5. Reordenamos y factorizamos algunos términos
(s 4+ 500)X + 500Y = 10,000
4,000X + (s +4,000)Y = 80,000

Paso 6. Solucionamos el sistema con la regla de Cramer
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Para X

10,000 500
80,000 s + 4,000

s+ 500 500 ’

4,000 s+ 4,000
10, 000s + 40, 000, 000 — 40, 000, 000
(s + 500)(s + 4, 000) — 2, 000, 000
10, 000s
(s2 + 4, 5005 + 2, 000, 000 — 2, 000, 000
10, 000s

= 0 - 5.35
s+ 4,500s (5.35)

Simplificando
~ 10,000

544500

Su transformada inversa quedaria

x(t) = I} = 10,000e 4590

Para Y

4,000 80,000

s+500 500
4,000 s+ 4,000

80, 000s + 40, 000, 000 — 40, 000, 000
= (5.36)
(s + 500)(s + 4, 000) — 2, 000, 000

80, 000s
- i 5.37
s2 + 4, 5005 + 2, 000, 000 — 2, 000, 000 (5.37)

80,0005
© 5244,500s (5.38)

54500 10,000

Simplificando
~ 80,000

s+ 4500

Su transformada inversa quedaria
y(t) = I, = 80,000e~ 4700

Paso 7. Concluimos que las corrientes del circuito en cualquier instante
estan dadas por
I; = 10,000e*50%

I, = 80,000~ 4500t
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Capitulo 6

SERIES, SOLUCIONES
DE ECUACIONES
LINEALES DE SEGUNDO
ORDEN

6.1. Introduccion.

1. Problema Considere la ecuacién diferencial

(2?2 = 9)%y" + (x —3)y +3y =0 (6.1)
Clasifique los puntos x = 3 y * = —3 como puntos singular regular o
irregular.
Solucién

La ecuacién diferencial se puede reescribir al dividir por el factor (z% —9)?
como

" (x - 3) / 3 .
VoY Yoo 7
de donde
(x _ 3) /

Yy + 0

@32 +32" " @92
la cual al simplificar se reduce a

!/ 3 —
e +32 T @32@L3?

Yy + 0

Comparando con la ecuacién diferencial general,

y' +Px)y +Q(z)y=0
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1
PO =
y que
3

W e

Considerendo primero el punto z = 3 se puede ver que,

1

(x =3)P(x) = CEEE

es una funcién analitica en x = 3. Por otro lado,

3

(x —3)°Q(z) = e

también resulta analitica en = = 3. Por lo que, podemos concluir que el
punto z = 3 es un punto singular regular.

Para el punto z = —3 se tiene que,

1

(¢~ (3)P() = (@ + 9Pe) = g

es una funcién que tiene problemas en x = —3 por lo que no es analitica
en ese valor. Por otro lado,

3
r4+3)2Q(r) = —————
( ) Q) (x —3)(x+3)2
resulta analitica en x = —3.
Se observa que, la primer funcién no es analitica en x = —3 mientras que
la segunda si lo es. Como no se cumple para la primera, el punto x = —3

es un punto singular irregular.

Generalidades sobre las series de potencias.

1. Problema Considere la serie de potencias

— (z=5)"
ngl n3n

Obtenga el intervalo de convergencia utilizando el criterio del cociente.

Solucion
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_E5\n myntl
Tenemos que a, = (xn;n) Y que Gpi1 = %, entonces
(x75)n+1
n+1
lim Ap+1 — lm (n+1)3 n+
n—00 | @Ay n—oo (z=5)
n3n
) n x—>5
= lim
r—5]| n
= lim
r—5
i 02

Para que la serie sea convergente se debe tener, ’%75’ < 1, de donde
resolviendo la desigualdad se tiene que el intervalo de convergencia es
2<x <8
. Problema Encuentre el intervalo de convergencia de la serie de potencias
L 2ngn

n

n=1
Solucién
Para encontrar el radio de convergencia, utilizamos el método de la razon.
Consideramos el término general de la serie:
2n "

n

Qn

Calculamos la razén de dos términos consecutivos:

n+1l,_n+1
Gn+1 % - ntlgntl. g _|2z-n
an 2| T ek )| ntd
Es decir,
Gn+1 2r-n
an n—+1
Tomando el limite cuando n — oo:
2 -
lim | =2 = lm |22 = |2z| lim LI 22| - 1 = |2z]

Para que la serie converja, debemos tener:

|22] < 1
De aqui, obtenemos:
1
< —
2] < 3

es decir, el intervalo de convergencia es —% <z < %
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6.3.

1.

Puntos ordinarios. Solucion en serie cerca
de los puntos ordinarios.
Problema Utilice una solucién en serie de la forma y = io: cpx™ para
resolver la ecuacién diferencial de primer orden =
y = 2y. (6.3)

Solucion

Derivando la suma en la forma habitual se tiene,
2 (S ) S
= =— cna” | = Z nepx” (6.4)
der dx o —

Notese que se ha omitido el término cero que se ha originado en la derivada,
por lo que la suma comienza en n =1y no en n = 0 como originalmente.
Sustituyendo en (6.3) se tiene,

o0 o0
g nepz™ =2 g cpx”
n=1 n=0

de donde - -
Z nepz™ Tt — 2 Z cpx” =0
n=1 n=0
o bien,
Z nepe™ Tt — Z 2cpz™ =0 (6.5)
n=1 n=0

Se observa que ambas sumas contienen las mismas potencias en x pero
los subindices de las sumas no son los mismos, la primer suma empieza
en n =1y la segunda en n = 0. Entonces para acoplarlas, hacemos en la
primer suma el cambio de variable m = n —1 de donde n = m + 1, por lo
que la primer suma puede reescribirse como

o0 o] o0
S a3 (4 Demena™ = 3+ oo
n=1 m=0 n=0

Notese que en la tltima suma se ha hecho el cambio de m por n. Entonces,
de (6.5),

i(n + 1eppr1z™ — i 2¢pz™ = 0.
n=0 n=0

Juntando ambas sumas, tenemos,

o0

Z ((n+4+ 1)cpy1 — 2¢) ™ =0

n=0
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Como la suma debe ser cero para todo valor de x, entonces se pide que
(n+ Depyr — 2c,2™ = 0.

Despejando ¢, 41 se obtiene,

2
1l = ——Cp, 6.6
Cn+1 nt 10 ( )
conn = 0,1,2,..., que es la llamada relaciéon de recurrencia de la que

se obtienen los coeficientes ¢,,. A partir de esta se tienen los siguientes
coeficientes,

Para n = 0,
2
= :2
C1 O+1CO Co
Para n =1,
2 722 722
02—1+101—§ CO—ECO
Para n = 2,
2 7222 723
I B I TR TR
Para n = 3,
2 2 23 24
Cpy = ———Cq = —— —Cn = —C(
YTR3F1 31w

Por lo que el término general estd dado por

2n+1
nt1)®

Cp =

conn =0,1,2,.... Por lo tanto,

o0
y= g Cnx = co + 12 + cox® + 32 + gt 4L

n=0

2 3 4

= +—cx+2—cx2+—cx3+—cx4+
e Th R TR TR

2 22 , 23 o 2%
y—c()(l—l—Ix—i-ax +§x +Ix +>

> (2z)"™
=y &
n=0 ’

Comparando con la funcién exponencial se tiene que,

y = coe™
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2. Problema Resuelva la ecuacién diferencial
y' —xy —y =0,

o0
proponiendo una solucién en serie de la forma y = Y a,z”

n=0
Solucion

Supongamos una solucién en forma de serie de potencias:

o0
x) = Z anx”
n=0

Calculamos las derivadas de y(x):

Observe que en las sumas de las derivadas se han omitido los términos que
se anulan, asi en la primer derivada se omite el término que corresponde
a n = 0, mientras que en la segunda derivada se han omitido los términos
n=0yn=1

Sustituyendo en la ecuacién diferencial se tiene,

o0
g apn(n — Dz —xg anpnx” —g apx"” =
n=0

de donde simpliﬁcado se obtiene,

Zan (n— 1z Zannaj ianx":()
n=0

En la primera y tercer suma, las potencias de inicio de = son las mismas,
20, pero no la segunda que inicia en z. Por lo tanto, para acoplar las tres
sumas, extraemos los términos correspondientes an =2y n = 1 en la
primer y tercer suma respectivamente, por lo que se tiene,

(2)(2—1)—&04—2&" (n—1x Zannx ianx":()
n=3 n=1

Para la primer suma hacemos m = n — 2, de donde n = m + 2, por lo que
queda como,

Z ann(n—1)z" 2 Z Apmpo(m~+2)(m+1)z Z apnt2(n+1)(n+2)x™
n=3

m=1 n=1
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Observe que se ha hecho el cambio de m a n. Entonces se tiene,

o0
2@2—a0—|—2an+2 (n+1)(n+2)x Zann:c Zanx"—
n=1

n=1

Juntando las sumas en una sola se tiene,
o0
2a3 — ap + Z (ant2(n+1)(n+2) —apn —ay)z"™ =0.
n=1
Igualamos los coeficientes a cero:

200 —ag =0 = ag =
Paran > 1:

ant2(n+2)(n+1)—amn—a, =0
de donde se obtiene la relacién de recurrencia,

n+1

an+2 = (n n 1)(7’L—|— 2) Gn,
de donde finalmente se obtiene,

1
n+2

Ap42 = (7%

paran=1,2,...

Usamos la relacién de recurrencia para encontrar los coeficientes ay:

Paran =1:
1
CL3:§CL1
Para n = 2:
T 1
ay = cL2—4.200
Para n = 3:
1 1
a5 = —a3 = ——¢
5 3= 5 34

La solucién general sera:

(z) = T R N TV T S
Yy\r) = ap 2$ 4. 2$ ay | r 3$ 53$
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6.4. Puntos singulares regulares.

1. Problema Resuelva la Ecuacion diferencial
xy' +y=0 (6.8)

Solucion

Usamos una serie de Frobenius para resolverla, es decir, una serie de la

forma -
y=> cp"t (6.9)
n=0
Derivando (6.9) se tiene,
y = Z(n + ),z (6.10)
n=0
Yy = Z(n—i—r)(n—i—r— Depa™ 2 (6.11)
n=0

Sustituyendo en (6.8) se tiene,

xZn—i—r(n—i—r—l "+T2+chx

n=0
S (n 1)+ = Vg™~ 1+zw
n=0
z" (i(n +r)(n+r—1Decz" ' + Z cnx"> =0
" " (6.12)
De la ultima suma se tiene,
i(n—i—r}(n—i—r—l " l—i-chx
n=0
que puede ser reescrita como,
r(r —1)cox™ +Zn+r(n+r—1 " 1+ch = (6.13)

n=1

Note que ambas sumas comienzan en z°, por eso se ha extraido el término
n = 0 de la primer suma. Por otro lado, la primer suma se puede reescribir

como,

o0 o0

Z(n—i—r)(n—i—r—l)cnx"*l Z m+1+r)(m+1+7r—1cppzm™ !
n=1 m=0

Z n+14+7r)(n+r)cp1206.14)
n=0
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donde se ha hecho el cambio m =n — 1 de donde n = m + 1 y posterior-
mente se ha hecho el cambio m = n. Por lo tanto de (6.13) se tiene

r(r—1)cox™ + Z(n +14+r)(n+r)epprz” + Z cnx” =0

n=0 n=0
r(r—1)cox™ + Z (n+14+r)n+r)ept1 +cn)a” =0 (6.15)
n=0
Se tiene finalmente que,
r(r—1)=0 (6.16)
m+1+r)(n+r)eps1 +cn =0 (6.17)

De la primera ecuacién se tiene que r = 0 y 7 = 1, mientras que la segunda
nos da la relacién de recurrencia,

1
n+r)(n+r+1)

Cn+1 = _(

paran=0,1,2,....

o0

Por lo tanto tenemos dos soluciones de la formay = Y ¢,2"*", una para
n=0

cada r, y los ¢, dados por la relacién de recurrencia.

6.5. Ecuaciones de Euler, Legendre, Chebychev,
Jacobi, Hermite, Bessel y Laguerre.

1. Problema Resuelva la ecuacién de Laguerre

d?y dy

con \ una constante, usando una solucién en serie.
Solucién

Usando el método de Frobenius (el punto = 0 es un punto singuar
regular), se propone una solucién en serie de la forma

y=> cpa"t (6.19)
n=0
de donde se tiene que
y = Z e (n A7)zt (6.20)
n=0
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y = ch (n+7r)(n4r—1)z" 2 (6.21)
n=0

Sustituyendo en ec. (6.18) se tiene,

o0 o0
Z cn(n+r)(n+r—1)z" 4 Z Cn (n 4 7r) "1
n=0 n=0

o0 o0
- Z cn(n+r)x™ ™+ A Z Cpz™tT =0
n=0 n=0

Para empatar las potencias de z, la suma anterior se reescribe como

o0
cor(r — 1)z" ! + cora” + Z Cn(n47r)(n+r—1)z" 1

n=1
o0 o0 o0
+ Z e (n 7)™t~ Z cn(n+r)z" "+ A Z cpz"tT =0
n=1 n=0 n=0

En las dos primeras sumas hacemos el cambio de variable m =n —1y
posteriormente m — n, lo que reduce la expresiéon anterior a,

o0
cor?z™ ! 4 Z Cor1(n+7)(n+r+1)2™"

n=0
o0 o'} 0
+3 ost 47+ 12" =3 el 412" A e =0
n=0 n=0 0

que puesta en una sola suma se reescribe como,
o0
2 r—1 n+r
cor‘z" " + g (cn+1(n—|—r)(n—|—r—|—1)3: +
n=0

+eny1 (n+r+ 1) 2™ —cp(n+ 7)™ + )\Cnx"”) —0

y esto es para toda x, por lo que se tienen las siguientes ecuaciones,

cor? =0 (6.22)

Cor1(n+7)(n+r+1)z" +
+ens1 (n+r+ 1) 2" —cp(n+ 7)™ + Aep 2™ =0 (6.23)
Pedimos que ¢y # 0 de donde se obtiene que 72 = 0 (la llamada ecuacién
indicial) cuya solucién es r = 0, siendo de multiplicidad 2, y
n—A\
Cpn41 = mcn (624)
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conn =0,1,2,.... Alginos coeficientes son,

cCh = (O
1 = —Ao
AL =N\
Cy = —TCO
A2 = A)(1— N
G = T g
AB = N2 = N1 =\
G = - e “
A4 —NB =N - N1 -
Cs = — Co

512

de donde, una solucién a la ecuacién de Laguerre (6.18) estd dada por,

o) = o1 - AN, AEZNAZY)
_AMB=NRNA =N 0 AB=NE=NE =N =Y 5 )
4|2 5!2

Una segunda solucién a la ecuacién de Laguerre se puede obtener de (]])
ya(x) = i Ln(x) + > bya” (6.25)

la cual no sera desarrollada por no ser 1til a la presente tésis. Note que la
funcién y; puede ser reescrita en forma simplificada como (otras expresio-
nes son encontradas en los libros ([])),

y1(z) = co (1 +3 Mﬂ) (6.26)
n=0 '

n

pero ademads si A resulta ser un entero no negativo la serie infinita termina
y se obtienen funciones de tipo polinomio. Considerando ¢y = 1 y deno-
tando los polinomios obtenidos por Ly(z), con A =0,1,2,..., obtenemos
los llamados polinomios de Laguerre, algunos de los cuales se muestran
expicitamente a continuacién.

Lo(z) = 1
NLi(z) = —z+1
2Lo(x) = 2% —4x+2
L3(x) = —a°+92> —182+6
ALy(x) = 2t — 162+ 722% — 96z + 24
51Ls(x) = —a°+ 252" — 2002 + 60022 — 600z + 120
6!Le(x) = b — 3625 + 450" — 24002° + 540022 — 4320z + 7R27)
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Capitulo 7

RESOLUCION DE
ECUACIONES
DIFERENCIALES POR
TRANSFORMADA DE
LAPLACE

7.1. Operador Transformada de Laplace.

1. Problema A partir de la definicién encuentre la Transformada de Laplace
de la funcién

t st 0<t<1

f(t) = { (7.1)
et si t>1

Solucién
De la definicién de Transformada de Laplace tenemos,

o0

Cif(n) = / e f(t)dt (7.2)

0
Para este caso, entonces,

o0

1
L{ft)} = /e*“tdt+/e*“etdt
0

1
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Haciendo la primer integral por partes,

1
t 1 1
—st _ —st _ —s
/e tdt_—(g—l-S—Qe )0__5_5_2(6 +1) (7.3)
0
Por otro lado,
st t —t(s—1) | T b 1
e *tetdt= [ e dt = — ——e = (7.4)
s—1 o s—1
1 1
para s > 1. Por lo tanto,
1 1 1
t)=————=(e*+1
LW =5 = 5 (7 +1) +

con s > 1.

7.2. Teorema de existencia, linealidad y aplica-
cién del operador.

1. Problema. Encuentre la Transformada de Laplace de la funcién f(t) =
3cos(2t) — 2sen(3t).

Solucién

Sabemos que L{cos(kt)} = 7= v que L{sen(kt)} = SerLkg Ademsis que

L{c1f(t) + cag(t)} = a1 L{(t)} + caL{c29(t)}, entonces
L{f(t)} = L{3cos(2t) —2sen(3t)} (7.5)
3L{cos(2t)} — 2L{sen(3t)} (7.6)

S 3

= e e (7.7)
_ 3s 6 (7.8)

$2+4 s249
2. Problema. Encuentre la transformada de Laplace de la funcién f(t) =
ettcos(3t)
Solucién

Sabemos por el primer teorema de traslacién que L{e*!f(t)} = F(s — k),

entonces
L{e*cos(3t)} = L{cos(3t)} |, .. 4 (7.9)
- 52—1-;32 R (7.10)
- 7(5_54_);:9 (7.11)
T —Ss_si% (7.12)
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donde la linea vertical significa evaluacién, es decir, s se sustituye por s —4
en la expresién.

3. Problema. Encuentre la transformada de Laplace de f(t) = e*u(t — 2),
donde u(t) es la funcién escalén, en este caso, definida por

0 a<t<O
u(t —a) = (7.13)
1 t>a

Solucion

Sabemos por el segundo teorema de traslacién que L{g(t — a)u(t —a)} =
e~ L{g(t)}. En nuestro problema se tiene que g(t) = e**. Entonces, para
poder aplicar el teorema se debe tener g(t —2) = e**=2), por lo tanto hay
que adaptar la funcién g al segundo teorema de traslacion. Para ello,

At — A0 _ 4t—8+8 _ e4(t72)+8 _ e4(t72)€8 (7'14)
de donde
L{f()} L{e*u(t —2)} = £{3e* Dy (t — 2)}

= L{Be* Dyt — 2)} = Be 2Lt} =

725+8
1
1 (7.15)

7.3. Resolucion de una ecuacion diferencial li-
neal de coeficientes constantes.

1. Problema Escriba la transformada de Laplace de la funcién y(t) que
resulta de la ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes

oy dy
E_BE —y = 4cos(t) (7.16)

y condiones iniciales y(0) =1, ¥/ (0) = —1.
Solucién.

Aplicando Transformada de Laplace a la ecuacién diferencial se tiene

dy
L£{2 E - 35 —y} = L{4cos(2t)}

2E{ } — 3E{ } L{y} = 4E{cos(2t)}

2 (s*Y(s) = sy(0) —y (0)) = 3(sY(s) —y(0)) Y =d5— +4

(7.17)
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Sustituyendo las condiciones iniciales se tiene,

S

2(s*Y(s) —s+1) =3(sY(s) —1) -V =4

244

4
25%Y (s) — 25 +2—3sY(s) +3—Y = ﬁ
(252—35—1)Y(s)—25+5:4—5
244

de donde despejando Y (s) se tiene finalmente la transformada de Laplace

de y(1),
4s 25— 5

(252 —3s—1)(s%2 +4) + 252 —3s—1

Y(s) = (7.18)

. Problema Resuelva, usando transformada de Laplace, la ecuacién dife-
rencial

y" 4+ 3y’ + 2y = sin(t),
con condiciones iniciales y(0) =0, ¢'(0)=0.
Solucién
Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién:
L{y"} +3L{y'} + 2L{y} = L{sin(t)}

Usamos las propiedades de la transformada de Laplace:

s2Y (s) — sy(0) — 3/ (0) + 3[sY(s) — y(0)] + 2Y (s) = o

Dado que y(0) =0y ¢ (0) =0:

s2Y (s) + 3sY (s) 4+ 2Y (s) =

s2+1

Factorizamos Y (s):

2 _
Y(s)(s*+3s+2) = o

Resolvemos para Y (s):

1

YO = G 13+ 2

Descomponemos Y (s) en fracciones parciales:
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v B 1
©) = E TG D6+

Usando fracciones parciales, el lado derecho se puede escribir como,

1 _ As+B C D

(s24+1D)(s+1)(s+2) 241 +s+1+s+2

Multiplicando ambos lados por (s + 1)(s + 1)(s + 2) se tiene,
1=(As+B)(s+1)(s+2) +C(* + 1)(s+2) + D(s* + 1)(s + 1)

de donde desarrollando y agrupando se obtiene,

(A+C+D)s’ +(3A+B+2C+D)s* +(244+3B+C+D)s+2B+2C+D = 1,

lo cual nos da el sistema de ecuaciones,

A+C+D=0
3A+B+2C+D=0
2A4+3B+C+D=0

2B+2C+ D=1
Resolvemos para A, B,C,D y se tiene,A = —13—0, B = %, C =3y
D= —%. Finalmente, aplicamos la transformada inversa de Laplace para
encontrar y(t):

1 _13_05"'11_0 1 % 1 _%
t)=L" _— - -
y(t) = £ { s2+1 }+£ {s+1}+£ {5—1-2}

de donde finalmente,

3 1
y(t) = 10 cos(t) + 10 sen(t) + —e " — —e

7.4. Resolucion de un sistema de ecuaciones di-
ferenciales.

1. Problema Considere el sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
condiciones iniciales dado por

2 =br —4y
(7.19)
Yy =-8x+y
con z(0) = 1y y(0) = 1. Halle las funciones z(t) e y(t) que cumplan ambas

ecuaciones diferenciales usando transformada de Laplace.
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Solucion

Aplicando la transformada de Laplace a ambas ecuaciones se tiene

L{z'} = L{bz} — L{4y}

(7.20)
L{y'} = L{-8x} + L{y}
de donde,
sX(s) —x(0) =5X(s) —4Y (s)
(7.21)
sY (s) —y(0) = —8X(s) +Y(s)
Sustituyendo las condiciones inicales se tiene,
sX(s) —1=5X(s) —4Y(s)
(7.22)
sY(s) —1=—-8X(s) +Y(s)
que puede ser reescrito finalmente como,
(s —5)X(s)+4Y(s) =1
(7.23)

8X(s)+(s—1Y(s) =1

el cual resulta ser un sistema de dos ecuaciones lineales (algebraico) con
incognitas X (s) e Y (s).

Resolviendo, por ejemplo, por Cramer, se tiene

1 4 ’
1 s—-1 s—5H 5s—5
X(s) = = = 7.24
e GG D-3 F_e_z Y
8 s—1
De forma andloga,
s—5 1’
8 1 - _
V(s) = _ s—13 ___ 8 13
s—5 4 (s—=5)(s—1)—32 2 —6s— 27
8 s—1
(7.25)
Antitransformado se tiene,
$—5
=L H{g—— 2
T (7.26)
Lt
y) =L Ao ) (7.27)
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Aplicando fracciones parciales se tiene que

$—5 - s—5 - % n % (7.28)
2 —-65—27 (s+3)(s—9) s+3 s—9 '
—1 -1 4 1
s—13 _ s—13 _ 3 3 (7.29)
$2—-6s—27 (s+3)(s—9 s+3 s—9
de donde se tiene que,
5—95 _2 1
HN=r-lf 579 v _Zp-1 < 71_ B
—-13 4 1
HN=rlf 5710 :__Efl_ 71_ — D3t 19t
y() (e A {S+3}+ Lol = 3 F5¢

Por lo tanto la solucién al sistema de ecuaciones (7.19) es

2 1

x(t) 367315 4 §€9t
4 _ 1

y(t) — 36 3t 4 §€9t

. Problema Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
d—x =3r+4y
d—y = —4x 4 3y

Solucion

Aplicamos la transformada de Laplace a ambas ecuaciones. Recordemos
que la transformada de Laplace de una derivada es:

c {j—f} = sX(s) — 2(0)

{2 =sv() =40

donde X (s) y Y (s) son las transformadas de Laplace de x(t) y y(t), res-
pectivamente.

Aplicando la transformada de Laplace al sistema, obtenemos:

sX(s) —xo =3X(s) +4Y(s)
sY(s) —yg = —4X(s) +3Y(s)

Reorganizando los términos para resolver para X(s) y Y (s):
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Zo

Yo

(s —3)X(s) —4Y (s)
4X(s) + (s —3)Y(s)

Este es un sistema de ecuaciones lineales en X (s) y Y (s). Podemos re-
solverlo usando el método de eliminacién o matrices. Usando matrices,

tenemos:
s—3 —4 X(s)\ (=0
4 s=3)\Y(s)) \wo
La solucién del sistema se obtiene multiplicando ambos lados por la inversa
de la matriz de coeficientes:

X(s)\ (s—3 —4 ! (m
Y(is))]  \ 4 s-3 Yo
La inversa de la matriz de coeficientes es:
-1
s—3 -4 - 1 s—3 4
4 s—3 C(s—=3)2+16\ —4 s-3
Multiplicando, obtenemos:
X(s)\ 1 s—3 4 Zo
Y(s)) (s—32+16\ -4 s-3)\w
Esto nos da:

(8= 3)wo + 4y
X(s) = (5—3)§+160

~ —dxo+ (s — 3)y
Y(s) = (SO— 3)2 + 16 :

Finalmente, aplicamos la transformada inversa de Laplace para encontrar
z(t) y y(t):

1 [ (5= 3)xo + 4y
o)=L {(5—3)§+160}

a1 [ —Axe+ (s — 3)y
ylt) = £ { (50—3)2+160}

Usando la propiedad de la transformada inversa de Laplace y la tabla de
transformadas, obtenemos:
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z(t) = xoe cos(4t) + %Oegt sin(4t)

y(t) = —xoe® sin(4t) + yoe®' cos(4t)

Asi, las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales son:

z(t) = xoe cos(4t) + %Oegt sin(4t)

y(t) = —xoe® sin(4t) + yoe®" cos(4t)
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