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INTRODUCCION - OSCILACIONES

Se utilizan los términos oscilaciones y vibraciones para describir las formas de movimiento
0 cambios en los sistemas en los que una variable pasa repetidamente por un conjunto de
valores a lo largo del tiempo. En el uso comun, se reserva “vibraciones” para el movimiento
de cuerpos, es decir, para la mecanica, y se usa “oscilaciones” en forma mas general para
incluir tanto los casos de la mecanica como sistemas eléctricos, electromagnéticos,
termodinamicos, de fluidos, etc.

Las variables que medimos y modelamos representan la posicion de un objeto de tamafio
finito, la desviacion de un péndulo respecto a la vertical, la flexion de una varilla, 1damina,
viga, trabe, o muelle, la carga en una placa de un condensador, la corriente eléctrica en un
componente de un circuito o en todo el circuito, la presion o la densidad en un gas, la altura
de la superficie de un liquido, la intensidad de la luz de una lampara o de un cuerpo celeste,
el flujo eléctrico en los nervios, la contraccion del musculo cardiaco o de la pared intestinal,
la concentracion de una substancia en una disolucién, y muchisimos otros sistemas.

EJERCICIO. llustre cada uno de los ejemplos citados en tal forma que pueda presentar
oscilaciones.

Veremos en este capitulo que las oscilaciones pueden ser libres o forzadas, impuestas por
una entidad externa al sistema que observamos, y otras especificaciones posibles.

Las oscilaciones libres mas comunes se presentan en sistemas que tienen un punto de
equilibrio estable, lo que se acompafia de una fuerza de restauracion, y una inercia.

Una fuerza de restauracion es una fuerza que apunta hacia la posicion de equilibrio
independientemente de la direccion en la que el sistema se haya desviado del equilibrio.

Una inercia es una caracteristica del sistema que esta asociada a la conservacion del estado
de movimiento del sistema. En mecénica para masas puntuales la masa es la medida de la
inercia; en otros sistemas dicha medida puede ser otra cantidad, como el momento de inercia
en las rotaciones o la autoinductancia en las bobinas insertadas en circuitos eléctricos.

En este capitulo estudiaremos sistemas que cuentan con un punto de equilibrio estable, y por
ello presentan una fuerza de restitucion y una inercia. Otras oscilaciones debidas a
retroalimentacion entre fuerzas aplicadas y propiedades de los sistemas, como el chirrido de
los gises en los pizarrones, no seran estudiadas aqui.

Seguiremos una secuencia tipica de los cursos de Fisica cuyo valor no es sélo didactico para
ir de lo simple a lo complicado, sino que nos ensefia cbmo se hacen y utilizan los modelos
en Fisicay otras ciencias. Los modelos parten de una representacidn abstracta de los sistemas,
seleccionan las variables representativas y determinantes de su comportamiento, identifican
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y resuelven las ecuaciones que conectan dichas variables, analizan las soluciones de estas
ecuaciones, las confirman o refutan en sistemas reales, y extraen lecciones de este analisis
para rehacer el ciclo afiadiendo caracteristicas del sistema que pueden volver mas realista el
modelo.

Este procedimiento es conocido para los estudiantes de mecénica a traves del anélisis del
movimiento de masas puntuales, primero en movimiento libre, luego uniformemente
acelerado y después en condiciones con mas fuerzas presentes; o a los de Termodinamica,
partiendo del gas ideal en sistemas cerrados y extendiendo el tratamiento a gases no ideales,
sistemas abiertos de distintas naturalezas al eliminar distintas restricciones como presion,
volumen o temperatura constante, y asi sucesivamente en otras disciplinas cientificas.

En nuestro caso partiremos del oscilador arménico simple modelado como una masa puntual
propelida por una fuerza de Hooke y volveremos mas realistas nuestros modelos afiadiendo
fuerzas no conservativas (disipativas) en la forma de friccion viscosa, y fuerzas periodicas
externas impuestas al sistema. llustraremos cada una de estas representaciones con sistemas
de diversas naturalezas como el péndulo simple, la produccién de sonido en un gas, y las
oscilaciones en los circuitos eléctricos. En todos los casos repetiremos la secuencia.

=

Describir y representar el sistema

Identificar caracteristicas y variables relevantes

Identificar o establecer ecuaciones para relacionar las variables

Combinar ecuaciones para obtener la ecuacion de movimiento

Resolver la ecuacion de movimiento

Analizar la solucion en términos cualitativos, semicuantitativos y graficos
Relacionar la solucion con el comportamiento observable del sistema modelado
Profundizar la comprension fisica del sistema

Extender el tratamiento a otros sistemas con la misma matematica

©oOoNoGObhwd
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Oscilador arménico simple

El sistema conocido como oscilador armonico simple es fundamental en fisica, quimica, y
disciplinas afines. Provee el modelo mas simple de oscilaciones que se puede estudiar y
resolver en forma analitica cerrada, y presenta caracteristicas generales que comparte con
innumerables sistemas oscilatorios reales. Al afiadir elementos al analisis, se convierte en un
modelo para sistemas no mecanicos como los circuitos eléctricos, el sonido, y también para
sistemas mecanicos no clasicos como atomos y moléculas. En este caso provee las bases para
la comprension de la espectroscopia y la espectrometria.

Texto en:

http://ocw.uv.es/ciencias/2/1-2/12733mats30.pdf

http://www.repositoriogeneral.unam.mx/app/webroot/digitalResourcesFiles/448/1211 2017-02-
17 111734.867993/U4 1 lll.ppt

Simulacion en:

https://phet.colorado.edu/en/simulation/mass-spring-lab
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Oscilador armonico forzado

En una oscilacion forzada se aplica una fuerza impulsora periddica a un oscilador.
Ejemplos clasicos de oscilaciones forzadas son conocidos: empujar un columpio a intervalos
regulares para que continle en movimiento, en un reloj de péndulo hay un mecanismo que
permite que el péndulo se impulse de manera regular y asi mantener el movimiento. La
ecuacion de movimiento de una particula puntual de masa m bajo un movimiento forzado es:
a%x

m
dt?

+b%+kx=Fo cos(wt) Ec.1

donde se puede observar que del lado izquierdo de la igualdad en la ecuacion 1 es la que
coresponde a un oscilador amortiguado libre, mientras que en el lado derecho de la igualdad
se identifica a la fuerza periodica impulsora de magnitud méaxima F,. Una expresién mas
generalizada se encuentra al dividir toda la ecuacion 1 entre el término m:

d?x

dx 2 _F_O
ﬁ+y5+wox—mcos(wt) Ec. 2

Una solucion de la ecuacion diferencial de la ecuacion 2, una vez que se ha llegado al estado
estacionario, tiene la forma x = A, cos(wt — 9§).

En el estado estacionario ocurre cuando el sistema oscila a la frecuencia w de la fuerza
impulsora periddica, luego de pasar por un estado transitorio. Antes de llegar al estado
estacionario, el sistema inicia en un estado transitorio que depende de las condiciones
iniciales y solo dura cierto tiempo.

Una caracteristica importante de la solucion en el estado estacionario, es que la amplitud 4,,
depende de la frecuencia w de la fuerza impulsora y tiene la siguiente forma:
Fo/m

[(wg—w2)2+w2y2]1/2

Ec. 3

A, =

Adicionalmente, la constante de fase también depende de w:

tan§ = ﬁ Ec. 4

Cuandow = 0,tand > 0y 6 = 0, w = wg,tand =0y § =1m/2; w = o, tan§ — 1/—00
yé - m.

Regresando a la ecuacion 3, se pueden predecir dos valores para la amplitud cuando w = 0
y cuando w — oo, que en ambos casos son A, = F,/ky A, = 0, respectivamente.
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En la Figura 1 se muestran las curvas obtenidas con la siguiente grafica interactiva:

https://www.desmos.com/calculator/arcdpihqgjl

donde se puede observar el efecto en la variacion de los parametros m y k (que controlan el
valor de la frecuencia natural w,, que controla también la constante de amortiguamiento y
E,.

far

(@)

r=0

> (1)

iy

(b) Subamortiguado

]

A,, (c) Sobreamortiguado
M

> (1

Figura 1. Curvas de la amplitud de oscilacién A, de un oscilador forzado como funcién de
la frecuencia de la fuerza impulsora w para tres casos: (a) oscilador simple, (b) oscilador
subamortiguado y (c) oscilador sobreamortiguado.

En la Figura 1 se muestra la curva de amplitud como funcion de la frecuencia impulsora para
tres casos: (a) oscilador simple (y = 0), donde la amplitud tiende a infinito cuando la
frecuencia externa es igual a al frecuencia natural del oscilador (w = w,); (b) oscilador
subamortiguado, donde se puede observar que la amplitud Ilega a un valor maximo cuando
la frecuencia externa es muy cercana a la frecuencia natural, aunque siempre es ligeramente
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menor; Yy (c) oscilador sobreamortiguado, donde la amplitud nunca llega realmente a un valor
maximo y sélo tiene un comportamiento decreciente.

En el siguiente video se pueden observar diferentes osciladores, cada uno con una frecuencia
natural w, sometidos a una fuerza impulsora externa periodica.

https://youtu.be/iyw4AcZuj5k

Podra notar como la amplitud de oscilacion varia con respecto a la frecuencia externa
aplicada y como dicha amplitud aumenta considerablemente cuando la frecuencia externa es
muy cercana a la frecuencia natural; mientras que a frecuencias mayores 0 menores a la
frecuencia natural de cada oscilador, la amplitud es pequefia.

Otro ejemplo puede ser observado aqui:

https://youtu.be/jewSVEBKI s

La energia de un oscilador amortiguado disminuye de manera exponencial, por lo que en
movimiento armonico forzado se debe proveer de energia al sistema para que la oscilacion
se mantenga y entonces la potencia (energia por unidad de tiempo) absorbida por el oscilador
para que el movimiento se mantenga es exactamente igual a la razén de cambio con respecto
al tiempo a la que la energia es disipada.

La potencia absorbida instantanea, P(t), sigue la expresion:

P(t) = b(4,w)*sen?(wt — 6) Ec.5

Sin embargo, méas que valores instantaneos estamos interesados en el valor promedio de la
potencia absorbida en una oscilacion completa, por lo que se realiza la integral P(w) =

%fOT P(t)dt obteniendo el resultado final:

bw?F2 _ Yw?F§
Zmz[(wg—w2)2+w2y2] 2m[(w§—w2)2+w2y2]

P(w) = Ec.6

En la Figura 2 se muestran gréaficas de la potencia promedio absorbida como funcion de la
frecuencia externa para los casos de un oscilador subamortiguado y sobreamortiguado,
obtenidas con la siguiente grafica interactiva:

https://www.desmos.com/calculator/43dxphler8

La potencia promedio méxima se obtiene cuando w = w,. Si se tiene un oscilador
subamortiguado con Q>1.5, el ancho de la banda a la mitad de la altura, wg,pp, €S
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numericamente igual a la constante de amortiguamiento y (Figura 2a). De manera
cualitativa, mientras el amortiguamiento aumenta, el ancho de la banda a la mitad de la
altura también aumenta, como se puede observar en la Figura 2b.

(a) Subamortiguado _ (b) Sobreamortiguado
pH =3 P
Q=: Iy 0 =045

w, +

2|~

Figura 2. Curvas de la potencia promedio absorbida como funcién de la frecuencia impulsora
de un oscilador forzado para (a) oscilador subamortiguado, y (b) oscilador sobreamortiguado.

Una curva de potencia como la de la Figura 2a se puede encontrar, por ejemplo, cuando un
atomo es irradiado bajo ciertas condiciones, este puede absorber dicha radiacion. Desde un
punto de vista clasico, el campo eléctrico oscilante de la radiacion interactua con el atomo
que entonces se comorta como un oscilador forzado (donde la frecuencia impulsora externa
es la frecuencia de oscilacion del campo eléctrico de la radiacion). Tratando al atomo como
un oscilador con una Q muy grande, dicho atomo presenta una espectro de absorcion (es
decir, una curva de potencia promedio), con una sefial poco ancha.

Recursos adicionales (lista no exhaustiva):

http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica/oscilaciones/forzadas/forzadas.htm

King, George, Vibrations and waves. Wiley (2009)
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Superposicion y descomposicion mediante series de Fourier

Las series de Fourier permiten representar funciones periodicas en términos de una
superposicion (suma) de funciones seno y coseno.!

En la Figura 3 se muestran varios ejemplos de funciones periodicas? en el dominio del
tiempo y una representacion grafica de coeficientes a y b en el dominio de las frecuencias
asociadas a las funciones seno y coseno de cada término en la serie de Fourier que seran
descritos més adelante.

Time Domain Frequency Domain
. a Pulse | & A ag = Ad
A | || || | an=%sin(n?:d)
T !
d=kT -
04— | 1 bn = 0
=0 0 £ X 3f 4 5f of {d = 0.27 in this axample}
b. Square A1 ag =0
a = 2] sm[ﬂ]
I | I | | | | | I a HT 2
+ 0 | ] By = 0
=0 0 il‘ if 3If 4,'1‘ jlf slf {all aven harmonics are zero)
c. Triangle A g =0
a = 44
I NAAAY o
i3
. . b, = 0
t=0 0 f M 3f 4 5 6f {all even harmonies are zero)
d. Sawtooth A+ gy =0
¥ a, =10
A A
i/ & I; |; |; b, = —
o nr
t=0 0 £ X 3 4 5f of
e. Rectified A ag = 24/m
¥ -
LS w(dn?-1)
0 - b, =0
=0 0 f X 3 4f 5 &
f Cosine wave A
I ap = 4
+ {all other coefficients are zero)
0
t=0 0 f 2o 3 4 5 of

Figura 3. Funciones periddicas en el dominio del tiempo y coeficientes a,, y b,, que
conforman cada serie de Fourier correspondiente a las funciones periddicas.

thttp://www.dmae.upct.es/~paredes/am_ti/apuntes/Tema%202.%20Series%20y%20transformadas%20de%
20Fourier.pdf
2 Figura tomada de: https://www.dspguide.com/ch13/4.htm

Departamento de Fisica y Quimica Teérica, Facultad de Quimica, UNAM P4gina 8



Unidad 1. Vibraciones Frndamentos de K/)((//(a((/)m

Una caracteristica que se puede observar en las graficas en el dominio de las frecuencias de
la Figura 3, es que solo estan graficados multiplos enteros de una frecuencia f, que
Ilamaremos frecuencia fundamental. Es decir, los términos seno y coseno en la serie de
Fourier tendran como argumento una frecuencia que sera un maltiplo entero de una
frecuencia fundamental (estos multiplos enteros 2f, 3f, etc. son denominados armonicos).
Adicionalmente, los denominados coeficientes a,, y b,, son funcion de un término entero
“n”, pueden ser igual a cero y su valor disminuye conforme aumenta n.

Asi, la serie de Fourier de una funcion periodica f(t) que tiene un periodo T (y esta
definida en un intervalo de magnitud T) es:

f(t)—7o+§:anc (nZn) Zb sen(nzn) Ec.7

n=1

Notar que la frecuencia fundamental es f=1/T y que n va tomando valores de 1,2,3, etc. Por
otro lado, los coeficentes a,, y b,, se calculan resolviendo las siguientes integrales:

=;f f(t)dt Ec.8
;f f(t) cos (g t) dt Ec.9
b, = ;J f(t) sen ($t> dt Ec.9
T

Ejemplo: Expanda una serie de Fourier para la funcion:

[

0 para —t<t<0

f@®) =

-

2 para 0<t<m
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El periodo de la funcion es T = 2, definida en el intervalo [—m, ] . Con esa informacién
se pueden determinar los coeficentes a, y b,,. Tomando en cuenta que la funcion f(t) esta
dividida en dos partes se tiene que:

2 2 (° 2 (" 21
Clo:Tf f(t)dt =Ef 0dt+§j‘2dt=7=2
T -7 0

_zf © (nznt)dt—zfo (nZH)dt+ jz "2”t>dt
a"_T : f(t) cos T = _”cos o cos o

2 (™ 2
= —f cos(nt) dt = —[sen(nm) —sen(0)] =0
) mmn

0 i
f f(t) sen (% t) dt = 227r sen (nzi ) dt + % 2sen (% t) dt
= %f: sen(nt) dt = —% [cos(nm) — cos(0)] = _% [(—1)"—1] = % [1—(=1)"]

0 connpar

— con n impar
m

Una vez que se han obtenido los coeficientes a,, y b,,, se puede escribir el desarrollo en
series de Fourier (Ec. 7) de la funcién bajo estudio, que entonces queda de la siguiente

manera.
- nan
+ z 0 cos ( ) +
n=1

Que de manera simplificada es:

£ = 2 [ = (=)™ sen (”Zit)

mm

NgE

NN

n=1

>4
f®) =1+ Z —sen(nt)
n
n=1,3,5,...

En la Figura 4, se muestra el uso de una aplicacion web para verificar los resultados
obtenidos.
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oty Tooke

Uso de una aplicacion web para
encontrar los valores de los

e S Toom coeficientes a,. b,,.
- -y
Serie de Fourier
wion 3 trocos | Coeficientes de Fourier
Fourier Coefficients in Osecs.
B = - Save Chart
U] 2 o
1 <0.000001095527341 1 298325 1.2732401325564788
2 ] 0
3 0 0.4244141276156228 f\’f-\v,-\u/'\
4 o o {
5 1] 0.25464830235838304 \
(-] o o
7 o 0.18189260637995455 " \
B 0 0 2 o3 /
Solucion numérica de las integrales ¢ | i l ‘
- . 2 = S8(x) with B erms
para determinar los primeros 8 :
coeficientes *
e Resultado de la superposicién (suma)
=i . de los primeros 8 términos de la serie
de Fourier
Independent variable:x |

Figura 4. Uso de una aplicacion web para encontrar los coeficientes del desarrollo en series
de Fourier del ejemplo tratado en el texto.

La aplicacion MathsTools se puede encontrar en:

http://www.mathstools.com/section/main/fourier series calculator

Serie de Fourier

Jesiis Francisco Duarte Martinez  Education

© Everyone

También se puede descargar la app “Series de Fourier” para
sistema Android desarrollada por Jesls Francisco Duarte
Martinez.
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Recursos adicionales (lista no exhaustiva):

http://www.sc.ehu.es/sbweb/fisica3/oscilaciones/fourier/fourier.html

http://www.dmae.upct.es/~paredes/am ti/apuntes/Tema%202.%20Series%20y%20transfor
madas%20de%20Fourier.pdf

Videos-animaciones

https://youtu.be/dsOcmAV-Yek

https://youtu.be/k8FXF1KjzYO0
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