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Postulados de la mecdnica cudntica

i Postulado I: El estado de un sistema fisico estd descrito por una funciéon W(qg,t) de las |
i coordenadas (q) y del tiempo (t). Esta funcién, llamada funcidon de estado o
i funcién de onda, contiene toda la informacidn que es posible determinar acerca
| del sistema. Ademds, postulamos que W(q.,t) toma valores simples, es finita,

continua, con derivadas continuas y de cuadrado intfegrable.

i Postulado II: La evolucién en el tiempo del estado de un sistema estd dada por la

i ecuacion de Schroédinger dependiente del tiempo:

: 'haLp = A¥(q,t) :
i o T T !

ho . . ;
Donde h=g, siendo h una constante universal conocida como constante de |

| Planck, y donde H es el operador de Hamilton (o Hamiltoniano) del sistema. Para |
i una Unica particula moviéndose a lo largo del eje x, Hviene dado por: |
| R0 .
i H=—ﬁa+V(x,t) |
Postulado lll: A cada observable fisico en Mecdnica Cudntica le corresponde un |
operador lineal y hermitico. Para encontrar dicho operador, escribimos la expresion |
| mecanocldsica del observable en términos de las coordenadas cartesianas y de |

i los momentos lineales correspondientes. A continuacién, reemplazamos cada I

i coordenada x por el operador ¥ (multiplica por x) y cada momento lineal px por el i

' L0
| _in2
| operador —ih—

! Postulado IV: Independientemente de cudl sea la funcidn de estado de un sistema,
! los Unicos valores que pueden resultar de una medida del observabile fisico A son

! los valores propios a, de la ecuacién:



Postulado V.- Si 4 es un operador hermitico lineal que representa un observable
fisico, entonces las funciones propias wi de la ecuacién de valores propios Ay; =
a;y;, forman un conjunto completo. Esto quiere decir que cualquier funcion de
estado W que satisfaga las mismas condiciones limite que cada yipuede

expresarse como combinacidn lineal de los estados propios de A.
LPZZCL'IPL' I

Postulado VI.- Si yi(q,1) esla funcidon de estado normalizada de un sistema al tiempo !

t, entonces el valor medio de un observable fisico A en el instante t es: !

< A= [y*Aypdg |

Problema 1. La funcioén de onda para el estado basal de un oscilador armdnico

tiene la forma de una funcién gaussiana e(-9%*), donde x es el desplazamiento de
equilibrio. Demuestre que esta funcidn es una funcidon propia para el oscilador

armonico y encuentre g en términos de la masa y de la constante de fuerza k.
Solucion:
Y= e(-9x%)

d¥
— = —2gxe(-&)
Ix 2gxe

d*y 2 2
i —2gx(—2gxe(‘9x )) +e(-ox )(—Zg)

2
(:ZTT = 4g2x2e(-9%*) — 2ge(-9%%)

—h2d2w+ kx2W = EW
2m dx? 2 =



—h2 1
“7 (4g2x? — (-9%%) 4 Z jx2e(-9%") = ge(-9%%)
o (4g9°x= —2g)e +2kx e Ee

I 4gixt —2g) + 2kxt = E
2m 9 TP TR

h? 1
L (402x2) = = kn2
2m(4gx) ka

h? 1
202Y — = g2
3 (4g°x*) ka

h22g® k
m 2

2_mk

9" = apz
1
_ 1/2
g 2h(mk)

Problema 2, Cuando el lifio se irradia con luz, la energia cinética de los electrones

expulsados es 2.935x101? J para A = 300 nm y 1.280x10"? para A = 400 nm. Calcule:

a) La constante de Planck
b) La frecuencia umbral

c) La funcién trabajo
Solucion:

Tenemos que

1 1
(KE); — (KE); = h(vy — v5) = he (Z _ Z)

1 1
1.66x10719] = h (2.998x108 ( - )
x J (2.998x10%m/s (355109 m ~ 200x10-9m

Por lo tanto



L eSSyl
T 2498x10145-1 0P Js

usando A = 300 nm, obtenemos

2.935x10719) = he — hv
' " 300x10%m 0
Vo = 5.564x10* Hz ¢ =hv, = 3.687x1071%] = 2.301eV

Problema 3. Sean 4 y B dos operadores hermitianos. Muestra que su producto 4B es

hermitiano si y sélo si [4,B] = 0.
Solucion:

Parte si. Suponemos que [4, B] = 0 y demostramos que el producto AB es hermitiano.

Puesto que 4 y B son hermitianos, es decir,
A=At y B=8" (1)
y como por hipdtesis estos operadores conmutan, se tiene que,

AB = BA = BAt = (ABYY, 2)

con lo que se muestra lo que se pide. En la ecuacion (2) se utiliza el resultado que
el adjunto de un producto de operadores es el producto de los adjuntos de los

operadores en orden inverso,
(AB)T = BT At. (3)

Parte sélo si. Suponemos que el producto de dos operadores hermitianos es

hermitiono. Entonces,
AB = (AB)t = BtAt = B4, (4)

con lo que se muestra lo que se pide. En la ecuacidn (4) se utiliza la férmula (3) v la

hermiticidad de A y B, como se expresa en las ecuaciones (1).



Problema 4. La funcién de dlstribucion de probabilidad cldsica para una particula

en una caja de potencial de paredes infinitas con longitud a es,

P(x) ={i si x € (0,a)
0 sixé¢ (0,a)

2Cudl es el promedio y la varianza en la posicion de la particula?

Solucidn:

El promedio de la posicidn de la particula estd dado por
o 1 ra
(x) = [__xP(x)dx = Zfo xdx =

Por otro lado, la varianza es

02 = (x%) — ()2 = [ x2P(0)dx — %

a
1ca o a? _ 1x3
=—| xdx ——=-—
afO 4 a3

2 2 2

0 4

a a_
3 4 127

Problema 5. El Hamiltoniano (en coordenadas esféricas) de un dtomo de hidrégeno

en un campo eléctrico uniforme F, en el eje z es
= 1 1
H= —EVZ —~+Fcos8

Considera la particion del Hamiltoniano (5a) en

ﬁO
—_—
P 1 1
H=—--V2—-=+F, cos0
2 r ~
ﬁl

(50

(5p)

donde el Hamiltoniano del dtomo de hidrégeno aislado se considera como un

Hamiltoniano no perturbado (A°) y el término correspondiente al campo eléctrico



como una perturbacién (H'). Determina la correccidon de la energia a primer orden

para el estado basal de este sistema.
Solucidén:

La correccién a la energia a primer orden para el estado basal estd dada por,
EM = [ (%) A ar,
donde ¥ es la funcién de onda del estado basal del sistema no perturbado,

AOy©® = fOy©

Luego, la correccién a primer orden para el sistema especificado en este problema

es
EM = [(1s(1))*(F, cos 0)(1s(r))dr =

F, (o (T 2T _o 2
n:_agfo Jo Iy e7/% cos 6 r2senfd¢pdOdr

= % (fooo rze_zr/a"dr)(f: cos 6 senfdb) (fozn dqb) = =2 (arg) (0)(2m) = 0,

F,
3
nag

es decir, E® =0 para este sistema. En otras palabras, las correcciones a la energia

empiezan a partir de segundo orden.

Problema 6. La regla de seleccion del oscilador armoénico es Av =41, donde v es

el nUmero cudntico asociado a la energia de este sistema,
1
E(w) = (v + 5) hv.

En esta ecuacion v=0,1, 2,K , h esla constante de Planck y v es la frecuencia del

oscilador



donde k es la constante del resorte y m la masa del oscilador. Muestra que el
espectro de absorcién de un oscilador armdnico consta de una sola linea scudl es

la frecuencia del fotdn correspondiente a tal absorcion?
Solucion:

Como la energia del oscilador armoénico es una funcion creciente de v, entonces
la absorcion de este sistema implica Av=1. Para tal cambio en v, el cambio de

energia es:
AEy py1 =E@w+ 1) —EW) = (U+ 1 +%)hv— (v+%)hv
= hv. (60)

Puesto que el lado derecho de la ecuacion (6a) es independiente de v se
concluye que el oscilador armdnico absorberd la misma cantidad de energia, hv,
sin importar el nUmero cudntico v de su estado inicial y por ende, su espectro de
absorcién tendrd solamente una linea. La frecuencia del fotdn absorbido equivale

a la frecuencia del oscilador v .

Problema 7. Considere una particula microscédpica en una caja tridimensional

rectangular con Ik = Iy = I;/2. Calcular la energia cuando nx=1,ny =2y n; = 2.

Solucion:




Parank=1,ny=2yn;=2.

h? 6h?
E= S| [1+4+1] = 5
8ml, 8ml,

_ 3n?

- 4mlx2

Problema 8. Muestre que la probabilidad de hallar a las dos particulas en el mismo

sitio (x1 =x2 = x) no es cero, lo que es fisicamente inaceptable.

Solucion:

Para resolver esto hacemos una Combinacion Lineal (CL) de las dos posibles

soluciones:
1
lpnl,nz( ) = ﬁ [lpnl( }l{an( s q”nz( )Lpnl( )]
La en la expresidn anterior no resuelve el segundo problema optamos por la
diferencia:

Wy o (0 2) = = [ B, (6 (x2) — W, (22)]
7

Donde constatamos que
Lpn1,112 (x1,x2) = _kpnl,nz (x2,%1)

Hay anti-simetria ante el intercambio de particulas, pero la densidad de

probabilidad (|Llinl,nz(x1.x2)|2 = |‘Pn1,n2(x2,x1)|2) es la misma.

Problema 9. Muestre que la CL siguiente resuelve ambos problemas:

1
Lpnl,nz (x1. Xz) = ﬁ [l'pnl (xl)anz (xz) - l'pnz (xl)l'pnl (xz)]



Solucidn:
Cuandon; = n, =n;

Lpn,n(xlvxz) =0
Conclusiones:

e Ladistinguibilidad de un sistema de N particulas implica que la solucion deba
seruna CL.

e La permutacion de (las coordenadas de las) particulas en la CL debe
también ser solucién.

e La solucidn debe dar probabilidad cero cuando se evalia la funcidn de

onda en coordenadas x; = x;
La expresion: W, ,, (x4, x,) = 0 es un Principio de exclusién

Problema 10. Obtenga los valores esperados de la energia cinética y de la energia

potencial correspondientes a un oscilador arménico en su estado fundamental.
Solucion:

La funcion de onda del estado fundamental del oscilador armdnico estd dada por,

Va2
a)*
Wo=|—| €
V4

Para conocer el valor esperado de la energia cinética aplicamos directamente la

integral del valor esperado,

*
2

14 7057)(2 14 _ax®
<EC>=Iwgfwodr=.[ (gj e 2T (gj e 2 »dr

V4 v

Reacomodando y recordando que el operador mecdnico-cudntico de la energia

cinética es, T =—(h*/2m)(d’/dx*),



2

1/2 ax 7sz
(€)= [wifudr=( 2] 3o = ar-(2

V2 al a
<Ec>zj.wg'fy/odr:(%j Ie 2 Te Zdr:—(%

Como, We 2 :—[a—a X ]e 2
Ent (@) M e g
ntonces, (E,)= ~ %Ie [a—a’x* |e 2 dx

Aplicando ley de los exponentes se obtiene que,

(24 v ? 22 —ax? a o 2 —axzd 2| & o h2 2 —axzd
<Ec>:(;) %J.[a—ax Je dx:a[;j ﬂfe X—a (;j %J‘xe X

Resolviendo las integrales,

0

j e dx = ZI e dx = 2%\/5 T x%e " dx = I X% dx = Zi\/g

—0 —o0

e insertdndolas en la ecuacién del valor esperado de la energia cinética,

1/2 2 1/2 2
he 1
(E)=a Zj h_\/z_(f(ﬁ __\/E
T 2m\a T 2m2a \ o
recordando ahora que a =2zvm/h Yy después de la simplificacion se obtiene el

resultado,

Aplicando ahora la integral del valor esperado para la energia potencial tenemos,



(E,) = [uiiidr = j{(%j“ e} V{(%) e—“f}dr

Recordando que V =kx?/2

(E,)= (%)uz | e 2V 2 dr= (%)M %jea2X {%2} e 7 dx

2

(E;)= (%}M %EJ o [XZ]ef%dX = (%)M %g x’e " 2dx

Sabiendo que,

]O x2e X dx = T x%e " dx = Zi\/g

—o0 0

llegamos a:

U2 | 2
<Ep>:(zj h_EL\/E
V4 2m22a \«a

Insertando la definicién de alfa, « =2zvm/h , se obtiene que,

Problema 11. Suponga que no conoce la forma exacta de la funcién de onda
correspondiente al estado fundamental del d&tomo de hidrégeno, pero supuso
gue dicha funcién deber poseer simetria esférica y debe decaer
exponecialmente con la distancia, i.e.,

-r
PYxed



donde d es un pardmetro. Demueste que con estas consideraciones, es posible

obtener la energia exacta del estado fundamental del dGtomo de hidrégeno.
Solucién:

En primera instancia quitamos la regla de proporcionalidad infroduciendo una

-r

constante A, Y =Aead

Dicha constante puede obtenerse mediante normalizacion,
j Yrprdr =1

Como hemos supuesto simetria esférica, integramos sobre todo el espacio en

coordenadas polares,
* amomo e —2r © -or
f Y*pdr :Azf f f e d r?sinfdrdfdg =A24nf edridr=1
—00 0 0 YO0 0
Como [[fdp=2n y [sin6dg =2
S e © -or
Azf f f edrzsinﬂdrdedqb:AzéLnf edridr=1
0 0 0 0
La integral puede resolverse mediante la siguiente formula de integracion,

n!
qn+1

fx”e‘qrdr =

. , -2, 2 a3
obteniendo asi, [earidr=

@

Insertando el resultado en la integral de normalizaciéon se obtiene,

—2r a3
J.e d ridr = A24n§ =A’nd3® =1



Lo que proporciona la funcién de onda normalizada,

e—dd

A =

1 1
y entonces, v, =
Vrd? 0 Vrd®

Procedemos a calcular el valor esperado de la energia, para lo cual construimos el

operador Hamiltoniano correspondiente

2m r

Para obtener dicho valor aplicamos la integral de valor esperado para cada

contribucion. Para el caso de la energia cinética tenemos,

h2 2 1 2z 2 _ 2 8 _ .
—-—V 7 —+=— e singdrdad
v 2m T 7d? ZmI I J. ar ror /
2 2
13—h Azridre™ az +20 \gns
~ 72d® 2m or® ror
1 -h*-1 ., h?
=—g5 Al =
zd® 2m d 2md
nA—qr !
En donde se utilizo la formula de integracion, _[X e dr=—-

Un procedimiento similar para el término de la energia potencial proporciona,

-2r 2 2
(ll)|—— Y) = ( Zez)f4nrdre = =—( 292)471(621) — _Z%

Obteniendo asi una expresion de la energia en términos del pardmetro

cional g £ h?  Ze?
variacional d, var = -——
T 2md® d

El valor a seleccionar del parédmetro variacional d debe de ser aquel que minimice

la expresion de la energia, i.e.,



var __ 3 +—2 =0
od od 2md® d

OE, O h* Ze _ h?  Ze?
2md* d

Despejando se obtiene el valor de d que minimiza E\,ar: d= hz/(Zmez). Insertando

este valor de d en la energia variacional se obtiene,

h2 Zez h2 —ZZeZmd h2 —22e2m[hz/(Zme2 )} )
S Tomd 4 amdt o[ (zme’ ) |

. h? —ZZezm[hz/(Zezm)] a2z
- Zm[hz/(Zmez)]2 Zm[h“/(zzmze“)} 2h?

Z’me*

E =
var 2h2

E Z%me* sze4(47r2) sze4(l67r2) Z?me*
o 2n? 2h? 8h? ~ 8h%g?

_ Z’me’
T 8glh?

Problema 12. La radiacion con frecuencia v en la regidon de microondas induce una
transicion en la molécula de HI. sQué frecuencia aproximada inducird la misma

fransicion en la molécula DI?
Solucion:

H=1.008 uma D=2.014 uma [=126.9 uma

mymy

my + m;

Upr = 21y



[U+DU+2)-J7+D]h

vHI = 8mZyy, d?
_0+DU+2)-J7+D]h
oo 812y, d?
_+DJ+2)-JU+ D]
Vo1 = 8m22uy;d?
_ (}) [+1DJ+2)-]JJ+1]h
U1 =2 82y, d?
1

Up; = EVHI



= aq LA = .G X, Q¥ = O =2 - ex<e TS +Ty 5 "cef >

F 28~
xevz _ xzoo-—h e - - = X = WY =
x 20O A

- P =F- s> = - . T s TLx—GRg) X

N = e gl

A r— v

(Sr ™)==, O— >=<— =~ 2owos

-

B =D+
EOT—OC+ I F—ar-
2R =0E-33

4
RO O=323 VT - <=V
Cr:3.90A, 5 =sxx— >

= x‘g,;x r_=<So
e = £
\ £ ¥2®¢ra~'z=(\'¢‘e Ay = T
3

S-<» =Y‘(--_[ < "E)’A
CEAo]=A : :

O < ¥ =3y .-

4, Métodos Aproximados
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5.2 Método variacional
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6.1 Moléculas: Aproximacién Born-Oppenheimer
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Problema 1. Una molécula de Nitfrédgeno estd confinada a una caja cubica con

volumen de 1 m3. Suponiendo que la molécula tiene una energia E = (3/2)kzT a

300 K, siendo kg la constante de Boltzmann y T la temperatura, determine:

, 1/2 . ,
sCudl es el valor de n = (nZ + nZ + n2) / para estudiar esta particulag
2Cudl es la longitud de onda de De Broglie?

Solucién:

El volumen de la caja mide 1 m3 y es cuadrada, por tanto, cada lado vale Tm
(L=1m)

La masa de la particula puede determinarse mediante el peso molecular del N2
m = (2) (14 L) (1.6605x10727) = 4.65x10™2%kg
mol
La energia se obtiene por sustitucién directa
E = Ek T = E(1 3 x10‘23—) (300K) = 6.21x1072
2 B0 T 2\7 K '

Esta energia es equivalente a la que se obtiene de la ecuacion de valores propios

de la particula en una caja.

hZ
8mlL2

(nZ +n2 +n2) = (1.18x10*2))(nZ + n2 + nZ)
Igualando ambas expresiones de energia,

6.21x10721]

1/2
222 ) = 725101
1.18x10—42]> 7.25x10

n=(nZ+n3 +n§)1/2 = <

Para obtener la longitud de onda de De Broglie utilizamos la férmula,



h 6.626x10734] - s
\/2mE_\/

A—h— =27.6 pm
’ .

2(4.65x107%°kg) (6.21x10721))

Problema 2. Obtenga los valores esperados de la energia cinética y de la energia

potencial correspondientes a un oscilador armdnico en su estado fundamental.
Solucién:

La funcion de onda del estado fundamental del oscilador armdnico estd dada por,

1/4

Yo = (%) 3_%

Para conocer el valor esperado de la energia cinética aplicamos directamente la

integral del valor esperado,

(B = [ wiTwodr = | {(%)1/4e-“7"2}*7{(%)” "

1/2

o a _ax? o _ax? a\1/2 h% [ _ax? d? _ax?
(Ec) = fl»bOTl»bOdT = (E) fe 2Te 2dt= _(E) m 2 ﬁe dx

o a1z _ax? _ax? a\1/2 h? [ _ax? d? _ax?
(Ec) = fl»bOTlpodT = (E) fe 2 Te 2dt= —(E) ﬁ 2 _d S e dx

a\1/2 h?
(E;) = (E) 5 [a — azxz]e_“xzdx

=a (E)l/z h—z e~ dx — 2 (%)1/2 h—z x2e~% dx

T 2m

Resolviendo las integrales se obtiene,

0 a2 1 | co 2 1
[Te ™ dx == |- [ x%e™ ™ dx ==
0 24| a 0 2

IA



Problema 3. Conociendo que la distancia de enlace del “N16O es de 1.18 A y
considerdndola como un rotor rigido 3Cudl serd la separacion aproximada entre

dos lineas consecutivas del espectro de rotacion de esta molécula?
Solucidn
La distancia es r, = 1.18x1071%m, mientras que la masa reducida es de,

_ omymy  (14)(16)
P mi+m, 14+16

(1.6605x10727) = 1.24x1026kg
La diferencia entre dos niveles consecutivos es,
h? h? h?
AE = By =B =2+ D0+ - J0+ D =—( +1)
Utilizando la ecuacion de Planck AE =hy,
hZ
hv = T (] + 1)

Y una linea estd entonces dada por,

D=t
Vv =— =
hi Am2ur?
La separacién entre lineas es entonces
h
AV =vp =V =V — Vi :W[U‘FZ)—U"‘U] =

6.626x10734] - s

- — 9.72x10105"1
472 (1.24x10-26kg) (L18x10 10m)2 0/ 2¥107s

Av

Problema 4. La constante de fuerza para 79Br’°Br es de 240 Nm-. Calcule la

frecuencia vibracional fundamental y la energia de punto cero para 7°Br7oBr.

Solucidn:



) 1 /12
Tobe = 2 3

1/2
o 1 240 N'm™1
Vobs = 511(2.998x100cm s~ 1) [ (78.92 uma)?

7892 uma + 78.92 uma] (1.66x10727 kg uma™1)

Vops = 321 cm™1

Para calcular la energia de punto cero, tenemos que:
1 1
E, = Ehv = Ehcﬂ = 3.19x1072Y

Problema 5. Considera el Hamiltoniano electronico del dtomo de helio en unidades

atdmicas cuando se omite la repulsion electronica,

A7 = — 2V} === 3VF =2 = Hy(ry) + Ay (ry). (5¢)

2 T 2 7
Tal como lo expresa la ecuacion (5¢), dicho Hamiltoniano es separable en dos
Hamiltonianos hidrogenoides Hy (r;) y Hy (r,). Esta separacion sugiere utilizar como

funcién de prueba normalizada
Wy, %2) = 75 15(r1) 1s(ry) (@(w1)B(@2) = Blwp)a(w.)), (5d)

para el estado basal del dtomo de helio. El valor esperado de la funcién de onda

(5d) para el Hamiltoniano (5¢) es
(W (x1,x5), H™® ¢°¥ (x4, x,)) = —4.0000 Ha < —2.9033 Ha (5e)

donde -2.9033 Ha es el valor experimental de la energia electréonica del dtomo de
helio sConstituye este resulfado una violacion al teorema variacional mediante el
cual se estipulan cotas superiores a la energia del sistema basal? Justifica fu

respuesta.



Solucidén:
No. El teorema variacional aplicado al dtomo de He, establece que

(¥ (x1,22), H W (x1,x7))
(q’(xlle)'lp(xl'xZ))

> E,(He)

donde E,(He) es la energia del estado basal del dtomo de helio y A es el

Hamiltoniano electronico exacto del dtomo de helio:

=~ 1 2 1 2 1
AHe=_lpz -2 _Zpz_2,4 1
2 rno 2 r, T

El teorema variacional no considera Hamiltonianos aproximados, por ello la

expresion (), debido a su uso de H™ €~¢ y no de A™®, no constituyen una violacién

al teorema variacional.

Problema 6. Determina si la funcion de onda de un sistema de dos electrones

1 |¢p1(r1)  P2(r1)

Y(x,x0) =5 h1(ry)  P2(12)

a(wy) P(wq)
et 2o (60)

satisface el principio de antisimetria de Pauli. El vector x denota conjuntamente a

las coordenadas de posicion y de espin respectivamente, es decir, x = (r, ) .
Solucion:

Para verificar si la funcidon de onda (7) satisface el principio de antisimetria de Pauli,
es necesario constatar que la funcidn es antisimétrica ante el intercambio de las

coordenadas espaciales y de espin de los electrones 1y 2,
Y(x1,%2) = =¥ (x2,%1).

1 |p1(r2)  Pa(r2)
V2 () ()

Luego Y(x,, %) =

|“(w2) B (w3)
a(wy) f(w)




P1(r1)  Pa(ry)
h1(12)  Ba(12)

)l b

1
= TE(— ) =¥ (xq,x2),
donde se Utilizé la propiedad que un determinante cambia de signo ante el
infercambio de dos renglones cualesquiera. Como ¥ (x;,x;) = ¥(x,, x,) se concluye
que la funcidn de onda (éb) no satisface el principio de antisimetria de Pauli y no

es adecuada para representar un sistema electrénico.

Problema 7. Determina la energia de correlacion para la aplicacion de la teoria de
perturbaciones de Mgller-Plesset a segundo orden de capa cerrada a la molécula

de hidrogeno con base minima.

Solucién: La energia de correlacion en la teoria de perturbaciones de Maller-Plesset
a segundo orden equivale a la correccién a la energia a segundo orden, E®@ .
Dicha cantidad estd dada para un sistema de capa cerrada por la expresion

28iajp—9ibja
2) aj bj

€i+Ej—€q—€p Gaibj»

donde las letras i, j,K representan orbitales espaciales ocupados y las letras a, b,K

denotan orbitales espaciales virtuales. El nUmero o, representa la energia orbital

p

espacial de Hartree-Fock. La cantfidad g, denofa integrales de repulsion

bielectronicas

_ ff¢§(T1)¢q(r1)¢?(rz)¢s(rz)d

rdr,. (7a)
T12

Ipqrs

La definicién de g, en la ecuacion (7a) implica que

— — A _
Ipqrs = Grspq = Yqpsr = Ysrqp

Por otro lado, un cdiculo Hartree-Fock de capa cerrada con base minima para la

molécula de Hz arroja un orbital ocupado (1o,) y ofro virtual (1o,). Luego, la

ecuacion (7a) se reduce a



2916 410y1ogloy—Y910g10ylogloy 916410410 1o'u|2
EF@ = g g g g — Z199°%u9g7%u’ (7b)

glo'ulo'glo'ulag -

€10gt €105 €10y, €10y 2(51019_5101u)

donde se utilizb el hecho que glaaglaula

1o, = glo,ul(, . La expresion (7b) representa

lau 1o,

9 9

la energia de correlacion dada por la teoria de Maller-Plesset de capa cerrada

para la molécula de hidrégeno con base minima.

Problema 8. Considere la funcion de prueba variacional (no normalizada) & =
e(-ar?) para el estado basal del dGtomo de hidrégeno. El valor de a para el cual se
minimiza la energia es de 0.2829. si el factor de normalizaciéon es de N = (2a/m)3/4,

calcular el valor mas probable de r para esta funcién de prueba.

Solucion:

) 20 3/4
p=e" N = (?) =0.2764

¢ = 0.2764¢ 70282977
$% = 0.07639¢0-56587 Densidad de Probabilidad

Amr2p? = 0.959972¢ 056587 Funcién de distribucion radial

d4mr?p?
dr ¥ 0.9599(r22r(—0.56589)e ~056587* 4 £=0.56587* 7)) =
—0.5668r% + 1 = 0

1 1/2
r= (0.5658) = 1.329 u.a

Problema 9. a) Verifique que si la funcidon de prueba normalizada f(x) = (3/L3)/?x

en 0 <x < L es aplicada al problema de una particula en una caja de potencial

de dimensidn L, la energia variacional del estado fundamental resulta ser cero.



b) Muestre que el valor de la energia hallado es inferior a la energia exacta del

estado fundamental.
c) sPor qué estd mal este resultado? 3Qué puede concluir?

d) Considere ahora la funcion variacional g(x) = C,(L — x). sPor qué es esta una

mejor funcidn de prueba?
e) Obtenga la constante de normalizacion C.
f) Calcule la energia variacional para esta funcion de prueba

g) Compare la energia obfenida con la energia exacta del estado fundamental.

Indique si se cumple o no el teorema variacional.
Solucion:
f) = B/1)*x = ¢,

El valor esperado de la energia para la funcidn de prueba variacional con H

representando el operador

a) de energia total (cinética) de la particula:

_ , B2 &
Ey=<fIH|If>= —C" <f|<@)f >

h2
=—C2ﬁ<f|0>=0

2,2
b) En=hn

8mL

hZ

Para n=1 tenemos E; = P

Y entonces: E; > E,

C) El comportamiento de la funcién f(x)en x = L no es consisente con las

condiciones a la frontera del problema de una particula en una caja de



pofencial. Por consiguiente f(x) no es una funcion de prueba aceptable, y
el teorema variacional (E, > E;) no se aplica para f(x)
d) Esta funcién si cumple con las condiciones a la frontera del problema

e) <glg=c?<x(l—x)|x(L—x)=1°C?/30=1
1

De donde C = (%)E

q 2 b 5h?
f) B, =< gllg = —C?*= < x(L-2)|(-2) >= =
hZ
gl B =5
E,—E —( > 1) o (0.126650 — 0.125000) oo
v T \anz g/miz T N ' ml2

Se satisface el teorema variacional
Problema 10. El orbital hibrido sp se obteniene como la combinacion:
Wsp = N(_qJZS + qJsz)

Calcule el valor de la contante de normalizacion N (considere que la funciones

hidrogenoides estdn normalizadas y son ortogonales).
Solucion:

Wep = N(_WZS - lpZzoz)
N2 [(=pag =z, v = 1

N [ = 2astbap, + 2y, a7 = 1

N2(1+1) =1
1
N? ==
2

= =



Problema 11. Escriba el hamiltoniano del sistema de dos particulas. Demuestre que
el problema es separable y que la funcidén de onda de dos particulas es el producto
de dos funciones de onda de UNA particula y que la energia total del sistema es la

suma de las energias de una particula.

Solucion:

Si consideramos dos particulas no interactuantes en la misma caja, tenemos que:
H=T,+T,

La energia es simplemente la suma de las energias individuales:

2

8ma? (n? +n3)

Er = En1 +En2 = e

La funcidén de onda de dos particulas es entonces el simple producto:

Lpn1,112 (x1,%2) = Lpn1 (xl)LPnZ (x2)
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Problema 1. Utilice la relacion de Euler para construir el arménico esférico real

proveniente de los armdnicos esféricos complejos:

__1 (z 5/2 —Zr/2a —i¢ __1 (Z 5/2 —Zr/2a i®
qJZp—l = ﬁ(g) re [Sene]e y lp2p1 = ﬁ(;) re [Seﬂe]e

Solucion:
La relacién de Euler es,
e ¢ = cosgp —isend el® = cose + isend

Aplicando la relacidn de Euler a cada armdnico complejo obtenemos que,

5/2 ) 5/2
Wypoq = L(Z) re~21/2a[sen@le”i¢ = —— (Z) re~2r/2a[send]{cosd — isend}

8y \a 8y \a
1 Z 5/ Zr/2 ip 1 Z 3/ Zr/2
LY :—(—) re 4r/«a[senO]e! :—(—) re 4t/=a[senB]{cosd + isen
2p1 8\/E a [ ] 8\/E a [ ]{ ¢) q)}
Sumando ambas funciones se tiene que
Y, ++W¥ =—(—) re~2r/2a[senp]{cosd + isend + cosd — isen
2p-1 2p1 8\/E a [ ]{ q) q) q) q)}
5/2
2 Z —Zr/2a
l'IJZp—l + lp2p1 = ﬁ(a) re Senecosd)
5/2
1 Z —Zr/2a
Wop—1 +Wop1 = \/ﬁ(ﬁ re senfcosd

Problema 2. Suponga que no conoce la forma exacta de la funcion de onda
correspondiente al estado fundamental del dtomo de hidrégeno, pero supuso que
dicha funcién deber poseer simetria esférica y debe decaer exponecialmente con
la distancia, i.e.,

_r
YPpxed



donde d es un pardmetro. Demueste que con estas consideraciones, es posible

obtener la energia exacta del estado fundamental del dGtomo de hidrégeno.
Solucidn.

En primera instancia quitamos la regla de proporcionalidad infroduciendo una

constante A,
-r
1!) = Ae d
Dicha constante puede obtenerse mediante normalizacion,
j Yrprdr =1

Como hemos supuesto simetria esférica, infegramos sobre todo el espacio en

coordenadas polares,
* amomo e —2r © -or
f lp*¢dT=A2f f f e d r?sin@drdfdg =A24nf edridr=1
—o00 0 0 YO0 0
Como [[fdp =21 y [ sin6dg = Zj:sin 0do =2
amom e —2r © —or
AZJ J f e d r?sinfdrdfde = A247rf edridr=1
0 0 J0 0]
La integral puede resolverse mediante la siguiente formula de integracion,

n!
n+1
q

fx"e‘qrdr =

obteniendo asi,




Insertando el resultado en la integral de normalizacion se obtiene,
d3
[eredr = A247Z'? =A2zd® =1

Lo que proporciona la funcidon de onda normalizada,

1 1 e

enftonces, =
Jrd? Y Vo Jrd?

A=

Procedemos a calcular el valor esperado de la energia, para lo cual construimos el

operador Hamiltoniano correspondiente

2m°

Para obtener dicho valor aplicamos la integral de valor esperado para cada

contribucion. Para el caso de la energia cinética tenemos,

h2 2 1 2z 2 _ 2 a _ .
——V r/d +Z = e singdrdod
W 2m T ad® 2mI J -[ (ar r ar} ¢

- .[4 r’dre™"/¢ o +Zi g1/
T ad? 2 ot ror
1 -h*-1 ., h’

Tad amd? T 2md?

En donde se utilizd la formula de integracion,

n!

n+l °

J.x e dr =

Un procedimiento similar para el término de la energia potencial proporciona,

Z6? 1 ) dY  ze?
s

(w|-—lw)=

: —3(—Ze2)j47rrdre‘2r/d



Obteniendo asi una expresion de la energia en términos del pardmetro variacional
d,

h?  Ze?

" omd? d

El valor a seleccionar del pardmetro variacional d debe de ser aquel que minimice

la expresion de la energia, i.e.,

OE _3[ h’ Zezj , N Ze

var _ _ — +
od od\2md*> d 2md®  d°

Despejando se obtiene el valor de d que minimiza E,,, ; d= hz/(zmez). Insertando

este valor de d en la energia variacional se obtiene,

h?  ze? h*-2Ze*md N —ZZeZm[hz/(Zmez)} .
Ever = omd? - d = 2md? = Zm[hz/(Zmez)T

hZ—ZZezm[hz/(Zezm)J B h? {12} Z2me*

Zm[hz/(Zmez)]2 _Zm[h“/(zzmze“)}_ 2h?

var

_ Z’me
var 2h2

Z'met  Z°me'(4x*)  Z'me'(167°)  z?me?
2h? 2h? gh>  8hg




Problema 3. La funcién de onda de Hartree-Fock para un sistema de dos electrones

es

Xl(xl) XZ(xl) (30)

Pl xz) = x1(x2)  x2(x2)

donde el vector x denota conjuntamente alas coordenadas espaciales y de espin,
x = (r,w) y los espin orbitales x; y x, son ortonormales, es decir, (x;x;) = ;.

Determina la constante de normalizaciéon de la funcién de onda (3a).
Solucién:

La constante de normalizacién, C, de cualquier funcién de onda de dos

electrones, ¥ (x4, x,) estd dada por

=12
C = ([[1W0x ) P dxex, )
Luego, para el problema en cuestion,

(%) (X))

20 1,0) dxldsz = ([]120).2206) ~ 206 2,0 e, )

=

= ([ 00 23 06) 2.000) 22 0%, )exodx, — [ [ 06) 8 (%) 2. 0%) 222 (Y,

17 062 () 00 2 06 )x 0%, + [ 06,) 22 () 2%, 2, (e, )

= ((j | (%) |2 dxl)(j | 2,(%,) |2 dXz)—(JZf (%) 7, ()(1)(31)(1)('[)(2é (Xz)}(l(xz)dxz)

1/2

~(J ) 0D ) (2 000 22 0t )+ ([ 1 2,0 P o ) (12606 P 0, )|

2 _ 1

=((MA)-©)O)-(0)0)+A)1) = N



Problema 4. Muestra que los operadores [ y K se cancelan en el operador de
Hartree-Fock cuando éste actua sobre el espin orbital ocupado de un sistema
monoelectrénico. En otras palabras, muestra que la aproximacion de Harfree-Fock

no tiene el problema de auto-interaccion electronica.

Solucidn: La accidn del Hamiltoniano monoelectronico de Hartree-Fock sobre un

espin orbital ¢(x) es
Fo(xn) = =377 0(x) = Zu it o(x) +Jo(0) — Kp(x),  (4a)
donde los operadores J y K se definen como
Jo@) = Lo (J 2242, ) o () ¥ Rop(xy) = Ta (J 2522602 4y, )y, x,). (4D)

Las sumas en la ecuacion (4b) van sobre los espin orbitales ocupados en el estado

de Hartree-Fock, los cuales se denotan como {x,} en dicha expresion. Luego, la

accién del operador j—K sobre el espin orbital ocupado y, de un sistema

monoelectrénico es:
a~ —~ 2 *
Jx(x1) —Kx(xq) = (fmiAdxz))ﬁ(xﬂ - (fwdxz))h(xﬂ =0, (4c)
12 12

con lo que se muestra lo que se pide. La substitucion de la ecuacién (4c) en la

ecuacion (4a) da lugar a,
A 1.9 VA%
Fxi(xy) = —571 x1(xq) — ZM%Xl (x1),

esto es, que el método de Hartree-Fock no presenta el problema de auto-

interaccidn electrénica.

Problema 5. El método de Kohn-Sham (KS) es variacional, es decir, se basa en la
minimizacién de la energia electrénica con respecto a los orbitales que forman el
determinante del sistema de electrones no intferactuantes de KS. La aplicaciéon de

este método al dtomo de helio con un funcional aproximado que se conoce como



B3LYP y una base orbital de 80 funciones base arroja una energia electronica para

este sistema igual a —2.9152 Ha mientras que la energia experimental es —2.9033

Ha ses este resultado una violaciéon al teorema variacional de Hohenberg y Kohn?2

Justifica tu respuesta.
Solucidén:

No. Debido a que el uso del método de Kohn-Sham se basa en funcionales de la
densidad aproximados, no hay una garantia que la energia obtenida sea una cota
superior a la energia del estado basal del sistema de interés. Si se conociera el
funcional de intfercambio y correlacion exacto, lo cual es equivalente a tener el
conocimiento del funcional de Hohenberg y Kohn, las energias obtenidas con el
método de Kohn-Sham serian cotas superiores a la energia exacta del sistema, la

cual se obtendria en el limite de una base orbital completa.

Problema 6. Utillizando la aproximacién orbital, escriba funciones de onda
antisimétricas para los estados basales del dtomo de helio y de la molécula de

hidrégeno.

Solucion:

Configuracion electrénica

Atomo de He 1s > 1s(1) a(1) 15(2) B(2)

Molécula H2 162 > 1o(1) a(1) 10(2) B(2)

Funcidon antisimétrica (Principio de exclusion de Pauli) - Determinante de Slater
He

o 1 1s(Dad)  1s)a(2)
antl_m 1s(1)BA) 1s(2)B(2)

1
Vanei = 7 [1s(Da(1)1s(2)B(2) — 1s(DB(D)1s(2)a(2)]



Ho

Yo = 1 1e(Da@) 16(2)a(2)
mtt ™ rl1e(DBA)  10(2)B(2)

1
Vanei = N [1o(Da(1)10(2)B(2) — 1a(1P(1)10(2)a(2)]
Problema 7. Para los OM del H20, calcular las contribuciones a la poblacién neta'y
de solapamiento del OM 2a1 y obtener nr para cada funcién de base. Usar Hils y
H21s como funciones de base, en lugar de las funciones de base adaptadas a la

simetria.
Solucion:

Para obtener las poblaciones de solapamiento, necesitamos las integrales de
solapamiento. Ya que se usa un OA ortogonalizado 2s, todas las funciones de base
centradas sobre el oxigeno son mutuamente ortogonales, y las poblaciones de
solapamiento son cero para todos los pares de funciones centradas en el oxigeno.
Las integrales de solapamiento entre bases de STO centradas en diferentes Gtomos
se pueden obtfener por interpolacion en las tablas de R.S. Mulliken et al., J. Chem.

Phys., 17, 1248 (1949). Se obtiene
(H,1s|01s) = (H,1s|01s) = 0.054, (Hy1s|02s,) = (H,1s|02s,) = 0.471
(H,15|02p,) = — (H,1s|02p,) = 0.319, (H,1s|02p,) = (H,1s|02p,) = 0.247
(H,1s|H,1s) = 0.238

Las contribuciones a las poblaciones netas en las funciones de base de dos
electrones del OM 2a1 vienen dadas cOomoO ngiszq, = 2(—0.027)% = 0.0015,
No2s, 2a, = 2(0.820)% = 1.345, No2p,2a;, = 0.035,1y 1524, = 2(0.152)% = 0.046,ny,152q, =
0.046. Las contribuciones 2a: a las poblaciones de solapamiento no nulas vienen

dadas como

nOls—H115,2a1 = 2(2)(_0027)(0152)(0054) = _00009 = nOls—H215,2a1



No2s, — Hi1s2a; — 0.235 = No2s, — Hy1s,2a,
No2p, - Hy1s2a; = 0:020 = Mooy, — my152a, MHy 15,20, - Hy1s,2a, = 0.022

La poblacién neta del Ols se obtiene como la suma de contribuciones de cada

OM ocupado:
No1s = 2(1.000)? + 2(—0.027)? + 2(—0.026)? = 2.00

Las poblaciones netas para las ofras funciones de base son ngys = 1.85,n9,p, =

Z.OO,Tlozpy = 0.78,n02pz = 127, nHllls = 0.54‘5,7’11.12'15 = 0.545.



